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Mit den vorliegenden Untersuchungen bin ich mehrere Jahre hin-
durch ziemlich anhaltend beschiftigt gewesen, wobei mir, hinsichtlich
der neéueren Literatur, nur die Aufsiitze von Clebsch, Helmholts, Kirch-
hoff und Boltzmann bekannt waren. Als ich dann spiter, im Januar
dieses Jahres 1883, den Report von W. M. Hicks*), in Folge einer
giitigen Zusendung des Herrn Verfassers, kennen lernte, war mein
Werk nach langer anstrengender Arbeit im Manuscript bereits der
Hauptsache nach vollendet, ein grosser Theil davon auch schon ge-
druckt; sodass ich das Werk einer nochmaligen Umarbeitung, mit Be-
riicksichtigung der in jenem Report erwihnten Arbeiten von Stokes,
Thomson, Tait und Hicks, zu unterwerfen ausser Stande war. Da-
gegen will ich hier in der Einleitung nicht unterlassen, jenen durch
Uebersichtlichkeit und Reichhaltigkeit ausgezeichneten Report in ge-
biihrender Weise zu benutzen, und die daselbst erwihnte Literatur,
soweit sie auf die von mir behandelten Themata Bezug hat, zu be-
sprechen.

Das vorliegende Werk besteht im Ganzen aus fiinf Abschnitten
und einem Anhange, von deren Inhalt ich hier vorldufig ejn ungefahres
Bild zu geben beabsichtige.

Erster Abschnitt (p. 1—99).

Unter einer idealen oder perfecten incompressiblen Fliissigkeit pflegt
man eine solche zu verstehen, bei welcher die (innere und #ussere)
Reibung Null ist. Denken wir uns nun eine derartige Fliissigkeit von
irgend welchen Winden eingeschlossen, die ihrerseits in beliebigen
Bewegungen begriffen sind, und nehmen wir an, dass auf diese Fliissig-
keit, ausser dem Druck der Wiinde, noch irgend welche anderweitigen
Kriifte einwirken, deren Potential V = V(z, y, 2) geyeben ist, so gelten
fir die Bewegung der Fliissigkeit folgende Differentialgleichungen:

*) Report on recent progress in hydrodynamics, by W. M. Hicks; erschienen
in den Brit. Assoc. Reports, 1881, 1882.
a*
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m@_ 2V _wp
MG = T Mo T e
d? oV mo
(1) MG = Moy ¢ oy’ .
d¥z ov m op
m d—"- =—m—a—z—- _— ; —a—g’ (vg]. P- 13).

Jene die Fliissigkeit begrenzenden, in Bewegung begriffenen Wiinde
sollen von beliebiger Beschaffenheit sein; sie werden im Allgemeinen
also dargestellt sein durch irgend welche Anzahl geschlossener Flichen
G,, G,, O3, Gy, ..., von denen die eine die Fliissigkeit von Aussen her
begrenzt, withrend die andern innere Begrenzungsflichen reprisentiren.
Diese Flichen mogen, ihrer Lage und Gestalt nach, von Augenblick
zu Augenblick sich #ndern, also den Charakter elastischer Membranen
besitzen, iibrigens aber der Art sich bewegen, dass sie die gegebene
incompressible Fliissigkeit fortdauernd vollstindiy wmschliessen; sodass
also der von ihnen begrenzte Raum R seinem Volumen nach con-
stant bleibt.

Um diese bekannte oder unbekannte Bewegung der Winde der
analytischen Behandlung zugiinglich zu machen, denken wir uns die
augenblickliche Position der Winde (ihre Lage und Gestalt) abhingig
von irgend welchen Parametern®) «, B, .. ., die ihrerseits bekannte oder
unbekannte Functionen der Zeit sind. Ueberdiess setzen wir bestindig
voraus, dass der Anfangszustand der Fliissigkeit wirbelfrei sei, d. i. ein
Geschwindigkeitspotential besitze. Diese Eigenschaft wird alsdann per-
manent vorhanden sein, der Art, dass auch im weiteren Verlauf der
Bewegung fortdauernd ein solches Potential existirt [p. 15].

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung der Fliissigkeit,
namentlich ihr Geschwindigkeitspotential ® und ihre lebendige Kraft T
zu berechnen, oder wenigstens die allgemeinen Regeln darzulegen, nach
denen eine solche Berechnung in jedem speciellen Fall zu effectuiren
ist. Und gleichzeitig stellen wir uns die Aufgabe, die Druckkrdifte,
mit denen die Fliissigkeit, wéhrend der betrachteten Bewegung, auf
die umschliessenden Winde einwirkt, niher zu untersuchen. Nament-
lich wollen wir dabei die Arbeit dieser Druckkrifte zu berechnen
suchen, sowohl ihre wirkliche, wie auch ihre virtuelle Arbeit.

Bestimmung des Geschwindigkeitspotentials und der lebendigen Kraft
der Fliissigkeit. — Auf Grund der schon genannten Vorstellungen und
Voraussetzungen ergeben sich zuvorderst folgende Sitze: Ist der von

*) Vgl. die den Begriff der Parameter «, f, . .. erliuternden Beispiele auf
p- 9 dieses Werkes.
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der Flissigkeit erfiillte Raum R einfach zusammenhingend, und die
Béwegung der Winde gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der
Flissigkeit (auch ohne weitere Kenntniss ihres Anfangszustandes) be-
reits vollig bestimmt sein [vgl. p. 27]. Ist hingegen jener Raum R ein
" mehrfach zusammenhingender, und die Bewegung der Wiinde wiederum
geycben, so wird hierdurch die Bewegung der Fliissigkeit erst dann
vollstiindig bestimmt sein, wenn ausserdem noch gewisse den Anfangs-
zustand der Flissigkeit charakterisirende Constanten x, »', x”, ... ge-
geben sind [p. 31]). Diese x, %', x”, ... repriisentiren, beiliufig be-
merkt, die Werthdifferenzen, mit denen das Geschwindigkeitspotential
® der Fliissigkeit in den sogenannten Querschnitten des Raumes R be-
battet ist.

Offenbar kann man den zuletzt genannten Satz unter Anwendung
der Geschwindigkeitscomponenten:
@) u = 331:, ' v=%‘3, w=%§,
auch so aussprechen:

( Ist R mehrfach zusammenhingend, und betrachtet man die .
(vorhin genannten) Parameter o, B, ... als gegebene Functionen
der Zeit, ferner die den Anfangszustand der Fliissigkeit charakte-
(3.) {risirenden Constanten x, ', x”, ... als gegebene Constanten, so
werden hierdurch die G eschwindigkeitscomponenten u, v, w der Fliissig-
keit fiir die ganze Dauer der Bewecgung vollstindig bestimmt
sein [p. 31].

Gleichzeitig ergeben sich fiir das Geschwindigkeits- Potential ® und
fiir die lebendige Kraft T der Fliissigkeit folgende Ausdriicke:

) o=0+ [0 % +o% ] ;39

3
®) T'=6,+ [911 (cii_‘: + 26, %: %f . ']r (p- 49),
wo ¢, &, &, ... von z, ¥y, 2, o, B, ..., hingegen 0,, 0,,, 6,,, ...
nur von a, f§, ... abhiingen®). Die Zeit kommt in diesen Functionen
nur insofern vor, als sie Argument der o, 8, ... ist. Ueberdiess sind
&, und ©, mit den Constanten x, %', x”, ... behaftet, hingegen ®,,
®,;, ... und O,,, O,,, ... von denselben unabhingig.

*) Bei diesen Angaben sind die in ®,, ®,, ®,, ... enthaltenen additiven
Glieder, welche lediglich von der Zeit abhiingen, und fiir unsere Theorie vollig
indifferent sind, als fortgelassen zu betrachten. Vgl. p. 40.
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Auch findet man im vorliegenden Werk dic allgemeinen Bedingungen
angegeben , mittelst deren die Functionen ®,, &, &, ... sich bestimmen
[vgl. (B,), (B,.), (Bs.) ete. p. 391, desgleichen die einfachen Formeln,
mittelst deren sich die Werthe von ©,, ©,,, O,,, ... aus denen der Func-
tionen &y, &, &,, ... ableiten lassen [vgl. (4.) p. 45]. Es wiirde zu
weit filhren, diese Bedingungen und Formeln hier von Neuem zu
wiederholen. Hingegen mag noch auf gewisse an V und &, sich an-
schliessende Grossen W, A, B, ... aufmerksam gemacht werden, welche
durch folgende Formeln definirt sind¥):

(6) W=e¢ [[[, Vdzdyds,  (p.13),
A= pfff;l aat" dzxdyds,
(7) B—e[ff. %‘% dzdyds, (p. 59),
ete. ete. ete.,

die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente dzdydz

des von der Fliissigkeit erfiillten Raumes . Das in (6.) eingefiihrte

W wird offenbar zu bezeichnen sein als das von den iusseren Kriften

(deren Potential V ist) auf die Fliissigkeit ausgeiibte Gesammipotential.
Aus den iiber die Functionen &, &, ®,, ... und 6, 6,,, O, ...

bei (4.), (5.) gemachten Angaben, so wie aus der Bildungsweise der

Functionen W (6.) und 4, B, ... (7.) ergeben sich sofort folgende

Bemerkungen:

((V hingt ab von z, y, 2,

W hingt ab von den Parametern «, 8, ...

&, hingt ab von z, y, 2, @, B, ... %, %, x”, ...

(7. a) ®,, &, ... hingen ab von z, y, 2, «, B, ...

©, und 4, B, ... hiingen ab von «, §, ... %, , «”, .

©,,, Oy, ... hiingen ab von «, 8, ...

. de d ’ ’”
L T hingt ab von T d—f,...a, B, ...x, %, %", ...

Dabei ist hinzuzufiigen, dass ®, und ©,, also nach (7.) auch 4,
B, ... identisch verschwinden fiir den speciellen Fall eines einfach zu-
sammenhéngenden Raumes R [p. 64].

Die durch den Druck der Fliissigkeit auf die umgebenden Winde
ausgeiibte Arbeit. — Bezeichnet man die von der Fliissigkeit auf die
Wiinde ausgeiibten Druckkrifte mit p, und versteht man unter
(8. 0L =1L, da+ Lp+ ...

*) Dabei bezeichnet ¢ [ebenso wie in (1.)] die constante Dichtigkeit der in-
compressiblen Fliissigkeit. .,
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diejenige wvirtuelle Arbeit, welche diese Kriifte p leisten wiirden, falls
man die Winde aus der Position (e, §, ...) in die Position (¢ 4 da,
B+ 0B, ...) iibergehen lassen wollte,.-so handelt es sich darum, die
Werthe von L, L,, ... zu berechnen, oder wenigstens die allgemeinen
Regeln zu entwickeln, nach denen diese L,, L, ... in jedem speciellen
Fall berechnet werden konnen. ) :

Nimmt man in der Formel (8.) fir da, 08, ... diejenigen Zu-
wiichse de, df, ..., welche die Parameter @, f§, ... wihrend des Zeit-
elementes dt in Wirklichkeit erfahren, so erhilt man an Stelle der vir-
tuellen Arbeit jener Krifte ihre wirkliche Arbeit:

9.) dL = L da + L,df + ...
Diese letztere bestimmt sich leicht. Multiplicirt man némlich die drei

dx dy dz .
i 3t q¢ und addir, und

summirt man schliesslich die so erhaltene Formel iiber simmtliche
Flitssigkeitstheilchen s, so erhidlt man nach einfachen Reductionen fiir
die Arbeit dL den Werth:

(10.) dL = —d(T+ W), [vgl. p. 37],

wo T und W die schon genannten Bedeutungen (5.), (6.) haben, und
d(T + W) den Zuwachs von (T + W) wihrend des Zeitelementes d¢
vorstellt.

Was andererseits die Berechnung der virfuellen Arbeit 0L (8.),
d. i. die Berechnung von L,, L,, ... betrifft, so ist folgender Satz [der
eine Erweiterung des Satzes (3.) repriisentirt] voranzuschicken:

Ist der Raum R mehrfach zusammenhingend, und betrachtet
man die Parameter «, B, ... als gegebene Functionen der Zeit,
ferner die den Anfangssustand der Fliissigheit charakterisirenden
(11.) {Constanten x,«', ", ... als gegebene Constanten, so werden hiedurch
die Geschwindigkeitscomponenten u, v, w der Fliissigkeit, und ebenso
auch die Werthe der L,, L, ... fiir die ganze Dauer der Be-
Lweyung vollstindig bestimmt sein [vgl. p. 31, 32].

Differentialgleichungen (1.) respective mit

Zur wirklichen Berechnung der L,, L;, ... dient folgendes Ver- °
fahren: Neben der wirklichen Bewegung des Systems, welche auf Grund
der gegebenen Functionen & = «(¢), § = f(¢), ... und der gegebenen
Constanten x, x, x”, ... vollig bestimmt ist, betrachten wir gleich-
zeitig eine gewisse fingirte Bewegung des Systems, welche von genau
demselben Anfangszustande ausgeht, also mit denselben Constanten
% %, ', ... behaftet sein soll, wie die wirkliche Bewegung. Ueber-

haupt soll diese fingirte Bewegung von der wirklichen sich nur dadurch
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unterscheiden, dass bei ihr an Stelle der gegebenen Functionen «, g, ...
etwas andere Functionen « 4 da, § 4 88, ... gedacht werden. Auch
sollen die Unterschiede de, 08; ... der Art sein, dass sie sowohl zur
Zeit ¢, des Anfangszustandes, wie auch in irgend einem (willkiihrlich
zu wihlenden) spiteren Zeitaugenblick ¢, verschwinden.

Der Bezeichnungsweise d«, 08, ... entsprechend mogen die Co-
ordinaten irgend eines Fliissigkeitstheilchens m zur Zeit ¢, bei der
wirklichen Bewegung mit z, y, 5, bei der fingirten mit x 4 dz, y 4 dy,
2z + 8z benannt werden. Multiplicirt man nun die Gleichungen (1.)
respective mit 0z, dy, 4z, und addirt, so erhélt man:

a*z ov m(op
m (5% 0z + 2oy + Ti0s) = —m(3¥ oo+ ) — (o2 +-),

oder falls man iiber den Raum R, d. i. iiber alle Theilchen m der ge-
gebenen Fliissigkeit summirt:

me(dt,ax+..-)= 'me(”az+ ) 2‘,"”(21”6 4 )

(p. 47). Diese letzte Formel kann man mittelst leicht sich ergebender
Transformationen in folgende Gestalt versetzen:

(12, an

—=0(T— W)—468L, (p.52),
wo 0L die zu berechnende virtuelle Arbeit (8.) vorstellt, wihrend 7' und
W die in (5.), (6.) genannten Bedeutungen haben, und Q zur augen-
blicklichen Abkiirzung gesetzt ist fiir den Ausdruck:

. d d d
Q= Sm (Z%Ga:—{- Soy+ 3 d‘z), (p. 52).

Differenzirt man dieses Q nach der Zeit, so ergiebt sich nach mannig-
faltigen Umgestaltungen:

1Q dM+ M

W _s(20,+ 4% 4 B L) £ IEN , g0),
wo 60, A, B, ... die in (5.), (7.) genannten Bedeutungen haben,
wihrend M und M zwei Ausdriicke vorstellen, die im Augenblick ¢,

und ebenso im Augenblick ¢, verschwinden. Substituirt man also diesen
Werth von %‘tz in der Formel (12.), und integrirt man sodann diese
Formel nach der Zeit von £, bis ¢, so ergiebt sich:

(13.) '/“[6(290+AZ—‘:+ B 4..)—er— W)—l—aL]dt=0,

o
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oder kiirzer geschrieben:

(14 j (0L — 8f)dt =0, (p. 60),

wo alsdann f die B;deutung hat:

(15) f=T—W—2eu—(A'$+B?£+...);

so dass also [vgl. (7.a)] dieses

(15. a) f abhiingig ist von %‘:, ?ii:, vty Py w6

Substituirt man fiir L den Ausdruck (8.), so entspringen aus der
Formel (14.) nach bekannter Methode folgende Gleichungen:

of d of , da

Ll——a_u—ziﬁ’ wWo.q == d_t’

16. of d of apg
(16) L=g%—aap> "°F—ap

etc. ete. etc. [p. 61].

Und substituirt man schliesslich fiir / seine eigentliche Bedeutung (15.),
so nehmen die Formeln (16.) die Gestalt an:

_r—-w-—20, ddT ,[(P4 2B 9490\,
D T e+ Gy e+ Gy =5 +]
L,= etc. etc. ete. [p. 63]. .

Hiermit ist unsere Aufgabe gelost. Will man ndmlick L,
L,, ... wirklich berechnen, so hat man zuvorderst die Functionen &, T,
Oy 4, B, ... und W nack den in (4.), (5.), (6.), (7.) angedeuteten Regeln
und Formeln zu bestimmen. Solches ausgefiihrt, ergeben sich alsdann die
Werthe der L, L,, ... mittelst der Formeln (16. a).

Man kann fiiglich die Gleichung (10.) als die des Princips der
lebendigen Kraft, und ebenso die Formel (14.) als die des Hamulton-
schen Princips bezeichnen.

Die Formeln (13.), (14.), (15.), (16.), (16.a) habe ich im vorliegen-
den Werk nachtriglich noch einer gewissen Verification [p. 656—175]
unterworfen. Im Grunde genommen liefert diese Veritication eine newe
Methode zur Ableitung der Formeln, und (beiliufig bemerkt) eine
Methode, die ich friher gefunden hatte, als die soeben hier angedeutete,
an das Hamilton'sche Princip sich anlehnende Methode. Vgl. p. 12.

Die Bewegung starrer Korper in der Fliissigkeit. — Den Schluss
des ersten Abschnitts (p. 76—92) bilden einige sehr cinfache Unter-
suchungen von ganz speciellem Charakter, auf welche ich hier nicht
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weiter eingehen will. Statt dessen benutze ich die Gelegenheit zur
Hinzufiigung einer gewissen allgemeinen Betrachtung. '

Die Fliissigkeit sei begrenzt von (n 4 1) starren Korpern &, f,,
R, ... K. Der Korper & habe niamlich eine schaalenformige Gestalt;
und innerhalb dieser Schaale befinde sich die Fliissigkeit; wibhrend
gleichzeitig innerhalb der Fliissigkeit die iibrigen Korper &,, &, ... &,
wie einzelne Inseln enthalten sind. All’ diese (n 4 1) starren Korper
seien in beliebiger Bewegung begriffen, sodass also die Fliissigkeit von
(n + 1) starren Flichen 6, o,, 6;, ... 6, begrenzt ist, deren absolute
und relative Lage von Augenblick zu Augenblick sich @ndert. Ebenso
wie frither mogen die Parameter, von denen die augenblickliche Posi-
tion dieser (n 4 1) Flichen abhingt, mit «, B, ... bezeichnet sein;
sodass also die Anzahl dieser Parameter = 6(n 4 1) oder <6(n- 1)
sein wird, je nachdem die Beweglichkeit der Korper eine freie, oder
aber eine durch gegebene Bedingungen beschrinkic ist.

Hilt man, hinsichtlich der Fliissigkeit, an den frither gemachten
Voraussetzungen und Bezeichnungen fest, so erhilt man nach wie vor
die Formel (14.):

(17) ]'(d‘f—— dL)dt =0,
fo

wo f die in (15.) eingefiihrte Abbreviatur ist, wihrend 8 L die virtuelle
Arbeit der von der Fliissigkeit auf die Korper ausgeiibten Druckkrifte
vorstellt.

Wir konnen nun aber andererseits das Hamilton'sche Princip, in
seiner bekannten gewiohnlichen Form, unmittelbar auf die gegebenen
(» 4 1) starren Korper anwenden, und erhalten alsdann folgende zweite
Formel:

(18.) f(az + 86 4 dL)dt =0.
t

Hier reprisentirt 0 L [ebenso wie in (17.)] die virtuelle Arbeit der von
der Fliissigkeit auf die Korper ausgeiibten Druckkrifte, ferner & die
virtuelle Arbeit aller sonstigen auf die Korper cinwirkenden Krific, end-
lich ¥ die lebendige Kraft der Korper. Durch Addition von (17.) und
(18.) folgt:

¢,
19.) JOf+ 0T + 8)dt=0.

t
Aus dieser Formel aber entspringen, falls man

(20.) 66 = S,8a+ S,0p+ - --
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setzt, nach bekannter Methode folgende Differentialgleichungen:
WED _ EAAD g 0, wo & =L

(21) oo dt dt?
. 0 b d 0 T
R R DN |

etc ete. ete.

d. i. ebenso viele Differentialgleichungen, als Parameter®, 8, ... vor-
handen sind. Sind nun jene auf die Korper einwirkenden Kriifte (deren
Arbeit mit 0& bezeichnet wurde) gegeben, mithin die Grossen &,,S,,...
ebenfalls gegeben, so bestimmen sich mittelst dieser Differentialgleichungen
die Parameter «, 8, ... als Functionen der Zeit. Mit andern Worten:
Die Formeln (21.) reprisentiren dicjenigen Differentialgleichungen, von
denen die Bewegung der belrachteten Korper beherrscht wird, Will man
eine deutliche Vorstellung von der Beschaffenheit dieser Gleichungen
haben, so braucht man sich nur zu erinnern an die Bedeutung des
Ausdruckes f. Vgl. (15.) und (15.a.).

Uebrigens kann man, um die Bewegung der Korper zu bestimmen,
ausser den, Differentialgleichungen (21.) auch noch das Princip der
lebendigen Kraft anwenden. Dieses nimlich liefert nach (10.) bei seiner
Anwendung auf die Flissigkeit die Formel:

(22) AT+ W)= —adL,
und andererseits bei seiner Anwendung auf die Korper die Formel:
(23.) A% =dS 4 dL;

woraus durch Addition folgt: \
24) AT+ T+ W)=dS, di =G&da+ &df+ -,

— eine Gleichung, die sich leicht erweisen lisst als eine unmittelbare
Consequenz der Differentialgleichungen (21.)

Specielle Fille. — Ist der von der Fliissigkeit eingenommene Raum
R einfach zusammenhingend, so werden 6,, 4, B, ... simmtlich
=0 [vgl. p. 64]; so dass also der Ausdruck f (15.) in diesem Fall
ibergeht in (' — W); wodurch die Formeln (19.), (24.) die einfachere
Gestalt erhalten:

(25) ]"[6(T— W) + 8 + 08]dt — 0,
" AT+ T+ W)=dG.

Setzt man iiberdiess voraus, dass von Aussen her kemnerle; Krifte ein-
wirken weder auf die Fliissigkeit noch auf die Kérper, dass mithin
V, W, 86, d© Null sind, so gehen die Formeln (25.) iiber in:
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¢,
(26.) {[6(1 + T)]dt =0,
d¥T+ T)=0, d i. T+ T = Const.

Die Untersuchungen von Thomson und Tait. — Nachdem Hicks
in seinem schon genannten Report die Arbeiten von Dirichlet, Clebsch
und Helmholtg erwihnt hat, sagt er daselbst (1881, p. 4):

The next great advance in theory was due to the publication in
1867 of Thomson and Tait’s ,Natural Philosophy“. Here, for the
first time Lagrange’s equations of motion were applied, though without
any direct proof that the equations were applicable to cases in which there
is an infinite degree of freedom and in.which a portion of the gencralised
coordinates to not appear. Objections were raised by several mathematicians
to this application, amongst whom may be mentioned Purser [Phil.
Mag. (5.), Vol. 6, p. 354] and Boltsmann [Crelle’s Journal, Bd. 73].
Dabei sei mir erlaubt zu bemerken, dass der Boltzmann’sche Einwand
diesen Worten des Hicks'schen Report #nicht vollstindig entspricht.
Vielmehr zeigt Boltzmann [l. c. p. 128], dass jene von Thomson und
Tait gemachte Anwendung der Lagrange-Hamilton-Jacobi'schen Formeln
vollig correct sei fiir den Fall, dass der von der Fliissigkeit erfiillte
Raum einfach zusammenhiingt, dass jene Anwendung hingegen zweifel-
hafter Natur sei fiir den Fall eines mehrfach zusammenhiéngenden Raumes.
, Sodann heisst es weiter in dem Hicks'schen Report*): In the second
edition (of the ,Natural Philosophy“), published in 1879, this question
was considered under a general theory of ,,Ignoration of coordinates”.
Starting with the expression for the cnergy containing all the gencralised
velocities, the generalised equations for the coordinates ignored are written
down and inlegrated omce on the supposition that the force-components
cory ing to the ignored coordinates do not occur. These give a number
of equations, containing the velocities, equal in number to the ignored
coordinates, and of the form:

(linear function of the velocitics) — Const.

By means of these, therefore, the ignored coordinates can be eliminated
fromi the expression for the energy. This is done, and Lagrange's equations
for the non-ignored coordinates are transformed to apply to the energy as

*) Ich glaube mich hier auf die letste der betreffenden Thomson’schen Publi-
cationen, von 1879, auf welche in dem Hicks'schen Report (1881, p. 4) vorsugsweise
Gewicht gelegt wird, beschrinken zu diirfen. Die ausserdem noch in jenem Report
(1881, p. 16, 17) erwilhnten, diesen Gegenstand betreffenden Thomson’schen Aufsitze
datiren aus friheren Jahren: 1860, 64, 71, 72.
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expressed in the new form. Naturally this is more complicated than the
ordinary Lagrangian form. But when we have to do with fluid motion,
where the motion commences from rest, or can be brought to rest without
application of force-components™ corresponding to the ignored coordinates,
the constants introduced in the first integration are all gero. When
this is the case the tramsformed Lagrangian equations reduce to the
ordinary form.

Ich habe diese Stelle des Hicks'schen Report hier wortlich mit-
getheilt, hauptsichlich deswegen, weil es mir zu meinem Bedauern
nicht gelungen ist, von der betreffenden Thomson-Taif'schen Theorie
ein deutliches Bild zu gewinnen. Es mag mir gestattet sein, meine
Bedenken gegen diese Theorie hier in Kiirze mitzutheilen.

Thomson und Tait (Natural Philosophy 1879, p. 320—324) denken
sich die lebendige Kraft (¥ 4 7') des ganzen Systems ausgedriickt
durch @, B, ... und durch gewisse ignored coordinates %, %, - . ., 80-
wie durch die Ableitungen von «, B,... %, 1, . - - nach der Zeit*);
der Art, dass die Lagrange'schen Differentialgleichungen die Gestalt

annehmen:

doT+T) 2T+ . da

Toow T ow  — A Wod =g,
ete. ete.

ddaT+T X+ D ,  dg

@t oy T ey =X wor=gp
ete. etc.

Hinsichtlich jener ignored coordinates 3, 3, ... wird von Thomson und
Tait zweierlei verlangt (. e¢. p. 320), némlich:

dass die lebendige Kraft (¥ 4+ T) nur die Ableitungen der
1. { 2% Z,... nach der Zeit, nicht aber diese selber enthilt,

dass mithin z. B. 3‘“3—“:” — 0 sei.

i dass die den ignored coordinates g, 1, ... enisprechenden
| forcecomponents X, X,, . .. gleich Null seien. '

Wie soll man aber diesen beiden Anforderungen gleichzeitig ent-
sprechen, selbst wenn man mit Thomson und Tait voraussetzt, dass
keine dusseren Krifte einwirken? — Nimmt man fiir g, g,, ... geradezu

*) Der Continuitit willen halte ich hier an meinen Bezeichnungen fest, indem
ich bemerke, dass die lebendige Kraft (¥ + T), ferner die Parameter «, g, -
endlich die Grdesen 7z, 7,, ... von Thomsom und Tasit respective mit T, ferner
mit ¢, 9, ..., endlich mit z, 7', . .. bezeichnet sind.
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die rechtwinkligen Coordinaten der einzelnen Flissigkeitsmoleciile, so
ist die Anforderung I. allerdings erfillt. Es wiirden dann aber die
einzelnen Fliissigkeitsmoleciile als vollig frei beweglich betrachtet werden;
so dass man also die Incompressibilitit als die Wirkung irgend welcher
innerer ‘Krifte anzusehen hiitte. Und diese letzteren miissten alsdann
also mit in Rechnung gebracht werden, wodurch sich fir X, X, .
gewisse Werthe ergeben wiirden; — was der Anforderung I wider-
spricht. ’

Nun kann man allerdings die Incompressibilitit auch in anderer-
Weise auffassen, sie nimlich ansehen als das Resultat gewisser zwischen
den Coordinaten der Fliissigkeitsmoleciile stattfindenden Bedingungs-
gleichungen. Alsdann hitte man in den Lagrange’schen Gleichungen
fiar g, 7,, . - . diejenigen independenten Variablen zu nehmen, durch
welche diese Bedingungsgleichungen identisch erfiillt werden. Und bei
dieser Sachlage wiirden alsdann die X, X,, ... in der That = O sein,
mithin wiirde der Anforderung II. entsprochen werden. Andererseits
aber wiirde alsdann die lebendige Kraft (T 4 T') nicht nur mit den
Ableitungen der g, 1,, - . . nach der Zeit, sondern auch mit diesen selber
behaftet sein; was der Anforderung 1. widerspricht.

Der zweite Abschnitt (p. 83—143)

handelt von der Bewegung einer Kugel im Innern einer Fliissig-
keit, welche auf einer Seite von einer festen Ebene begrenzt ist, nach
allen iibrigen Seiten aber ins Unendliche sich ausdehnt. Dabei ist die
Flassigkeit im Unendlichen von einer festen Fliche begrenzt zu denken;
so dass also ihre vollstindige Begrenzung am einfachsten etwa be-
stehend gedacht werden kann einerseits aus der festen Ebene selber,
und andererseits aus einer um irgend welchen Punct o dieser Ebene
mit unendlich grossem Radius beschriebenen Halbkugelfliche.

Die feste Ebene wird zur yz-Ebene, und ihre in o errichtete, in
die Flissigkeit hineinlaufende Normale zur x-Axe gew&hlt. Auch wird
der Einfachheit willen vorausgesetzt, dass die Kugel nur sich selber
parallel lings eines festen Geleises beweglich ist, der Art, dass ihr
Centrum ¢ bestindig auf der z-Axe bleibt. (Vgl. die Note p. 77.)

Wir stellen uns nun zuvorderst die Aufgabe, die Bewegung der
Flissigkeit fiir den Fall zu berechnen, dass die Bewegung der Kugel
eine vorgeschricbene, mithin die x-Coordinate ihres Centrums c¢ eine
gegebene Function der Zeit ist. Dabei mag angenommen werden, dass
auf die Fliissigkeit selber von Aussen her irgend welche Kriifte ein-
wirken, deren Potential ¥ eine gegebene Function der Coordinaten ist.
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Die unter diesen Umstinden fiir das Geschwindigkeitspotential ®
sich ergebenden Bedingungen sind von der Function ¥V = V(x,y,2)
v0llig unabhingig [p. 116]. Und demgemiiss ergiebt sich, dass dieses
®, und ebenso auch die Bewegung der Fliissigkeit symmetrisch ist zur
z-Aze. Hieraus folgt sofort, dass die Resultante der von der Fliissig-
keit auf die Kugel ausgeiibten Druckkriifte in die Linie der z-Axe
fallt. Die weitere Rechnung zeigt sodann, dass die lebendige Kraft T
der Fliissigkeit und jene soeben genannte Reswltante X? Werthe von
folgender Form besitzen:

(1) T="CRF (:—f)’, [(49.) p. 136],
(@) Xe—— X+ U (IE) _ gL [(64) p. 140],

wo das deutsche r die 2-Coordinate des Centrums c¢ vorstellt. Dabei
bezeichnen F, A, B Functionen von g, welche, ausser von r, nur noch
von zwei Constanten abhingen, nimlich vom Radius R der Kugel, und
von der Dichtigkeit ¢ der incompressiblen Fliissigkeit. Ausserdem
reprisentirt X/ die dem Princip des Archimedes entsprechende Kraft,
nimlich die z-Componente derjenigen Wirkung, welche die dem Poten-
tial ¥V entsprechenden dusseren Krifte auf die Kugel ausiiben wiirden,
falls die Materie der Kugel identisch wire mit der der gegebenen
Flassigkeit. ,

Dabei ist zu bemerken, dass W, B stets positiv sind. Jene Resul-
tante X? (2.) der auf die Kugel ausgeiibten Druckkriifte besteht daher
aus drei Partialkriften, deren Richfungen sich leicht niher angeben
lassen. Die erste derselben entspricht namlich dem Princip des Archi-
medes. Die sweite ist von solcher Richtung, als riihrte sie her von
einer zwischen der Kugel und der festen Ebene stattfindenden gegen-
seitigen Abstossung. Und die dritfe endlich ist von solcher Art, dass
sie der awgenblicklichen Beschleunigung der Kugel fortdauernd entgegen-

arbeitet.
. Man wird offenbar die Formeln (1.), (2.) auch dann anwenden
konnen, wenn die Bewegung der Kugel noch unbekannt, mithin g eine
unbekannte Function der Zeit ist. Wirken z B. auf die Kugel, ausser
der Druckkraft X?, noch irgend welche sonstigen #usseren Krifte ein,
deren z-Componente X gegeben ist, so erhilt man fiir die Bewegung
der Kugel die Differentialgleichung:

]

3) MEE—X 4 Xs, [(62) p. 140],
wo M die Masse der Kugel vorstellt. Und substituirt man hier fiir
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X¢. geinen Werth (2.), so erhiélt man eine Differentialgleichung, aus
welcher g als Function von ¢ zu bestimmen ist.

Absichtlich habe ich hier, wie auch in den folgenden Abschnitten
zwischen sweierles #usseren Kriften unterschieden. Um diesen Unter-
schied durch ein Beispiel deutlich hervortreten zu lassen, denke man
sich, dass das ganze betrachtete System der Schwere unterworfen ist,
dass ausserdem aber die Kugel magnetisch, und der Einwirkung irgend
eines (auf der andern Seite der yz-Ebene befindlichen) fest aufgestellten
Magneten unterworfen sei. Alsdann wird ¥ das Potential der Schwere
sein. Hingegen wird alsdann die in (3.) auftretende Componente X
theils von der Schwere der Kugel, theils aber auch von den auf sie
einwirkenden magnetischen Kriften herriihren.

Die Rechnungsoperationen des gegenwirtigen Abschnitts lassen sich, -
unter Anwendung der dipolaren Coordinaten, im Allgemeinen in sehr
einfacher planer Weise durchfiihren. Schwierigkeiten bereitet dabei
nur die Auflosung eines gewissen Systems von unendlich vielen linearen
Gleichungen (p. 123). Bezeichnet man die aus diesen Gleichungen zu
berechnenden Unbekannten mit 4,, 4,, 4,, 4, . . . in inf, so enthilt

die erste Gleichung: A4, 4,,
die zweite: 4,, 4,, 4,,
4.) die dritte: A4, A, A,
die vierte: Ay, Ay, A4,

Uu. 8. W. Uu. 8. W.

Wire also A, bekannt, so kénnte man aus der ersten Gleichung
sofort A,, sodann aus der zweiten A4,, hierauf aus der dritten A,
berechnen, u. s. f. In Wirklichkeit aber ist A4, unbekannf. Und es
scheint daher zur definitiven Berechnung der A4’s noch eine Gleichung
zu fehlen. Diese Liicke findet ihren Ersatz durch den Umstand, dass
A, mit wachsendem n gegen O convergiren muss, was angedeutet
werden kann durch die Formel:

(5) A, =0.

Und mit Riicksicht hierauf lasst sich alsdann die Berechnung der A4's
aus jenen Gleichungen wirklich durchfiihren, wenn auch mit einiger Miihe.

Als Endresultat dieser Rechnung ergiebt sich fiir das Geschwindig-
keitspotential ® der Fliissigkeit eine gewisse unendliche Reihe [(33.),
p- 129], deren aufeinanderfolgende Glieder merkwiirdiger Weise in ein-
facher Beziehung stehen zu den Thomson'schen Spiegelpuncten (Electrical
Images). Bezeichnet man nimlich das Centrum ¢ der Kugel mit 2,
ferner das Spiegelbild von 2 in Bezug auf die gegebene feste Ebene
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mit 3, sodann das Spiegelbild von 3 in Bezug auf die Kupel mit 4,
hierauf das Bild von 4 hinsichtlich der festen Ebenme mit 5, u. s. w.
u. 8. w., so ist die in Rede stehende Reihe von der Form:

6) ¢=C+ & — b+, — &+ &, — +---, [vgl. (33.) p. 129]
wo @, in derselben Beziehung zu 2 steht, wie ®; zu 3, wie &, zu 4,
wie ®, zu 5, u. s. f. Dabei bezeichnet C eine unbestimmte Constante,
oder genauer ausgedriickt ein sunbestimmtes Glied, welches nur noch
von der Zeit abhiingen kann.

Der dritte Abschnitt (p. 143—193).

ha.ndelt von der Bewegung einer Kugel im Innern einer Fliissig-
keit, welche nach Aussen hin begrenzt ist von einer festaufyestellten
Kugelfk'iche. Dabei dient als Anfangspunct des Coordinatensystems ein
auf der letzteren Fliche markirter Punct a,, als z-Axe der von a,
ausgehende Durchmesser dieser Fliche, und als yz-Ebene*) die in a,
an dieselbe gelegte Tangentialebene (Figur p. 190). Auch wird der
Einfachheit willen (ihnlich wie im vorhergehenden Abschnitt) wiederum
vorausgesetzt, dass die innerhalb der Fliissigkeit vorhandene Kugel
nur sich selber parallel lings eines festen Geleises beweglich ist; der
Art, dass ihr Mittelpunct ¢ stets auf der z-Axe bleibt.

Bezeichnet man also den Mittelpunct der festaufgestellten Kugel-
fliche mit ¢,, so wird offenbar das gegenwirtige Problem in das des
vorhergehenden Abschnitts iibergehen, sobald man den Radius (a,c,)
unendlich gross werden liss. Es ist mithin jenes friihere Problem nur
ein Specialfall des gegenwiirtigen.

Obwohl es keinem Zweifel unterliegt, dass die bei jenem frithern
specielleren Problem angewandte Methode auch zur Absolvirung des
gegenwirtigen allgemeineren Problems geeignet sein werde, so scheint
es doch bei der grossen Weitliufigkeit jener Methode sehr wiinschens-
werth, dieselbe durch einen bequemeren Weg zu ersetzen. Eine gewisse
Andeutung zur Auffindung eines-solchen bequemeren Weges scheint
gegeben zu sein durch das spontane Hereintreten der Electrical Images
in den Gang der fritheren Untersuchungen. Denn hierdurch entsteht
die Vermuthung, dass diese Images fiir die hydrodynamischen Probleme

*) Dabei ist zu bemerken, dass behufs der Rechnung noch eine gweite y z-Ebene
eingefilhrt wird, mithin noch ein zweiter auf der schon fixirten x-Axe liegender
Anfangspunct. Dieser letztere ist derjenige, von welchem aus in dem gerade be-
trachteten Zeitaugenblick die Tangenten an beide Kugelflichen gleich lang sind
(vgl. Figur p. 177). ¢

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen b
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vielleicht -von derselben fundamentalen Bedeutung sefn mochten, wie
fir die elektrostatischen Probleme. Diese Vermuthung hat sich in der
That bestitigt. Und demgemiiss habe ich das Problem des gegen-
wirtigen, und ebenso auch dasjenige des niichstfolgenden Abschnittes
mittelst der Theorie der Electrical Images zu absolviren vermocht; wo-
durch ich der Mihe iiberhoben worden bin, so fatale Gleichungen, wie
die in (4.) angedeuteten, von Neuem behandeln zu miissen.

Doch ist die Entdeckung dieses meuen beguemeren Weges meiner-
seits nur eine scheinbare gewesen. Denn in Wirklichkeit ist Stokes der
Entdecker dieses Weges, wie ich solches nachtriglich aus dem Hicks'schen
Report erkannt habe.. In diesem Report (1881, p. 6) heisst es nimlich:
A most powerfull method of attacking particular problems in fluid motion
is that known as the method of images. The conception appeares to -have
been first introduced by Stokes in 1843 (Camb. Philosoph. Trans. Vol. 8),
in considering the problem of the motion of a sphere in presence of a
plane. Bul the theory received no extension until Thomson's discovery
of the electrical tmage of a point of electricity in presence of a conducting
sphere again drew Stokes’ atlention to the matler, the result being a
short note wm the ,Dritish Association Report for 1847“, in which he
gives the image in a sphere of a doublet, whose axis passes through the
centre of the sphere. Weitere Bemerkungen iiber diese Betrachtungen
von Stokes, sowie fiber eine sich anschliessende Arbeit von Hicks (auf
die ich spiter noch genauer einzugehen habe) findet man in dem
Hicks'schen Report von 1882, auf p. 12 und 13.

Soviel iiber die Methode der Untersuchung. Was die Resultate
derselben betrifft, so ergeben sich hier analoge Formeln, wie im vor-
hergehenden Abschnitt, indem man z. B. an Stelle von (1.), (2.) folgende
Ausdriicke erhilt:

(1) T=22 B°F (—‘55—)’, [(65.) p. 190],
(8) X=— X+ 9 (%)’ —8%E ((70) p. 191).

Dabei bezeichnen F, ¥, B Functionen der Centraldistanz E der beiden
Kugelflichen, und zwar Functionen, welche, ausser von E, nur noch
von drei Constanten abhiingen, ndmlich von den Radien R und R,
der beiden Kugelflichen und von der Dichtigkeit ¢ der Flissigkeit.
Ausserdem ist (ebenso wie frither) unter ¢ die 2-Coordinate des Mittel-
puncts ¢ der in Bewegung begriffenen Kugel zu verstehen. Die Resul-
tante X7 des auf diese Kugel ausgeijbten Druckes zerfillt nach (8.) in
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drei Partialkriifte; und die Richtungen dieser Partialkrifte lassen sich
leicht angeben. Die erste derselben entspricht nimlich dem Princip
des Archimedes; die sweite ist von solcher Richtung, als rithrte sie
her von einer zwischen den beiden Kugelmittelpuncten stattfindenden
gegenseitigen Anziehung; und die dritte endlich ist von solcher Art, dass
sie der augenblicklichen Beschleunigung der Kugel jederseit entgegenarbeitet.

Bei den Formeln (7.), (8.) kann (ihnlich wie frither) das ¢ als
eine beliebig gegebenme Function der Zeit aufgefasst werden. Ist r un-
bekannt, mithin die Bewegung der Kugel ebenfalls unbekannt, sind
aber die auf sie von Aussen her einwirkenden Krifte gegeben, so
findet man zur Bestimmung ihrer unbekannten Bewegung wiederum
die in (3.) angegebene Differentialgleichung. U. s. w.

Der vierte Abschnitt (p. 194—2886)

handelt von der Bewegung zweier Kugeln innerhalb einer Fliissig-
keit, die sich nach allen Seiten ins Unendliche erstreckt, und im Un-
endlichen begrenzt zu denken ist von einer fest aufgestellten geschlossenen
Fliche. Der Betrachtung wird ein absolut festes Coordinatensystem
z, y, £ zu Grunde gelegt; und zwar wird vorausgesetzt, dass die beiden
Kugeln nur sich selber parallel lings eines festen Geleises beweglich
sind, der Art, dass ihre Mittelpuncte ¢ und ¢, fortdauernd auf der z-Axe
bleiben®).

Nimmt man zuvirderst an, die Kugeln befinden sich in vor-
geschriebener Bewegung, und es seien also die Coordinaten ¢ und g, der
beiden Kugelmittelpuncte ¢ und ¢, gegebene Functionen der Zeit, und
es wirkten dabei auf die Fliissigkeit von Aussen her irgend welche
Krifte ein, deren Potential ¥V eine gegebene Function der Coordinaten
ist, so wird die Bewegung der Fliissigkeit, wie diese Function ¥(z, y, £)
auch beschaffen sein mag, stefs symmetrisch zur z-Axe sein. Die Re-
sultanten der auf die Kugeln ausgeiibten Druckhrifte fallen daher in die

Linie der z-Axe, und kdnnen demgemiss mit X” und X} bezeichnet
werden. Will man diese Resultanten berechnen, so hat man zunichst
die lebendige Kraft T der Fliissigheit zu ermitteln. Fiir diese letztere
erhilt man einen Ausdruck von der Form:

*) Behufs der Rechnung wird ausserdem noch ein zweites und zwar in Be-
wegung begriffenes Coordinatensystem z, y, ¢ eingefihrt, dessen z-Axe stets zu-
sammenfillt mit der des festen Systems, und dessen Anfangspunct in jedem Augen-
blick an derjenigen Stelle dieser Axe liegt, von welcher aus die Tangenten sn
beide Kugeln gleich lang sind.

b*



XX Inhaltsdbersicht.
ar\? dy dg, dg\?
W  r=z(%) ez (Y, ) p 19,

wo Z, Z,, H Functionen der Centraldistanz E der beiden Kugeln vor-
stellen, und zwar Functionen, die, abgesehen von F, nur noch von drei
Constanten abhiingen, néimlich von den beiden Kugelradien R, R, und
der Flissigkeitsdichtigkeit g.

Bezeichnet man die Ableitungen der Functionen Z, Z,, H nach E
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, setzt man also:

_az az,  _ an
[;—{{E; t°=.d—E’ "= 4iE’
und ferner: ¢ = ¢ + 21 + §,,

so ergiebt sich (zum Theil mittelst mithsamer Untersuchungen), dass
die eilf Functionen

)

3.) Z, 2, (—H), cennnn. [vgl. (69.) p. 219],
4)- (Z+ H), (Z,+ H),

®) (22, — Hm),

(6) (=8 (—&»m ... . [vgl (69.) p. 219],

(1) (P —te)unds, ..... (vgl. (22)), (24.) p. 231],

stets positiv sind. Dies ist fiir die Functionen (3.), (6.), (7.) in meinem
Werk wirklich bewiesen, bedarf aber fiir die Functionen (4.), (5.) noch
eines kleinen Nachtrages.
Um diesen Nachtrag zu liefern, addiren wir die beiden auf p. 221 fiir
Z, H angegebenen Ausdriicke, und erhalten in solcher Weise eine Formel
von der Gestalt:
(a) Z 4+ H=(pos. F.)( + &)
wo (pos. F.) einen positiven Faktor vorstellt, withrend I', A die Be-
deutungen haben:

(b)) Fr=3{+o3+oi+..)
(c.) A=1—-3@+vi+vi+..)
Dabei repriisentiren ¢, und v, folgende Ausdriicke:

1—4)7 Ya—ga—a}) 7

d. = —(——— R Te = (U .

(d) Ps 1— ¢y’ L] vr 1— (Y
Hieraus folgt, dass P ¥ positiv sind; denn es repriisentiren ¢, g, und

f = qq, positive &chte Briiche, und iiberdiess sind (im ganzen Werk) unter
den Quadratwurzeln stets die positiven Werthe derselben zu verstehen.
Aus dem Positiveein von P ¥; folgt, dass z. B.

(e) I ebenfalls positiv ist.
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Was ferner A betrifft, so kann das ¥; (d.) 80 geschrieben werden:
o [VO=D G =) ¥7 | =
J 1 — /‘2 . '1 _ ,aj ’
wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck <} ist; wie solches
aus (7., (&) p. 215, 216 sofort sich ergiebt. Somit folgt:

1- 1
1""<?(1+f’+f‘+---+f’1‘—“_F”

WO Fj als augenblickliche Abbreviatur dienen soll fiir den Ausdruck

rechts. Der Differentialquotient dieses Ausdrucks I} nach f ist nach

p- 137 stets positiv. Folglich wird Fj mit wachsendem f stets wachsen,

und daher, weil f zwischen 0 und 1 variirt, stets zwischen 0 und 2—1‘-’
bleiben; so dass man also erhilt:

1
P < Y
Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aber aus (c.):
1\3 1\3: 1\8 1\3
a>1=3(5) [1+) + () + @)+
mithin a fortiors:

a>1—3(2)[a A+ G+ @+

also, weil die hier in der eckigen Klammer stehende Reihe == 16— ist:

]
A>1— (}) ,
folglich:
€3 A = pos.
Schliesslich erbdlt man aus (a.), (e.), (f):-
(g) Z 4+ H = pos.
Und in analoger Weise wird sich ergeben, dass
(h.) Z, + H ebenfalls = pos.
ist. Aus (g.), (h.) folgt sofort:
Z>—H,
Z,> —H.
Hieraus aber folgt weiter [weil Z, Z, und (— H) positiv sind, vgl. (8.)]:
i) Z2Z,> He.

Und durch die Formeln (g.), (h.), (i) ist der Beweis gefithrt fir die in
(4.), (6.) gemachten Behauptungen.

Bemerkung. — Uebrigens ist die Function ¢ (7.) nicht nur positiv,
sondern, so lange die beiden Kugeln einander nicht beriihren, auch stets
von Null verschieden, wie sich solches aus der Untersuchung p. 227—281
leicht ergiebt.
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Auf Grund der Formel (1.) und unter Anwendung des Hamilton’-

schen Princips ergeben sich nun fiir die Resultanten X* und Xj der
Druckkrifte die Werthe:

®) Xp:ﬂ—Xj—g( +°( )_2( ae + ‘:zf:)'
- 9) X=Xt 4% *6( £y’ —2(z %% +-HED), (3)p. 233),

wo &, &, 1, 0 die Bedeutungen (2.) haben, liberdiess aber vorausgesetzt
ist, dass ¢ > r, sei, mithin die Centraldistanz E den Werth habe:
(10.) E=¢—g, (vgl. die Figur).

Die auf die Kugel (c) ausgeiibte Druckkraft X»
besteht, zufolge (8.), aus finf Partialkriften, deren
Richtungen leicht angebbar sind. Die erste dieser Lefp)
Partialkrifte entspricht nimlich dem Princip des Ar-
chimedes, die zweite und dritte sind von solcher Rich- E
tung, als riihrten sie her von einer zwischen den beiden
Kugeln stattfindenden gegenseitigen Abstossung*®). Die
vierte ist von solcher Art, dass sie der augenblicklichen
Beschleunigung .der betrachteten Kugel (c) stets ent-
gegenarbeitet; und die fiinfte endlich von solcher Be-
schaffenheit, als wiirde die Kugel (c¢) durch die augenblickliche Be-
schleunigung ihrer Nebenkugel (c,) zu einer Bewegung in gleichem
Sinne animirt.

Sind die Bewegungen der beiden Kugeln unbekannt, weiss man
aber, dass dieselben, ausser von den Druckkriften X” und X§, noch
von irgend welchen sonstigen Kriiften sollicitirt werden, deren z-Com-
ponenten X und X, bekannt sind, so ergeben sich zur Bestimmung jener
unbekannten Bewegungen die Differentialgleichungen:

z °

1€ (Xo)

— yt

(11) MTEi_x4x,
'y
(12') M, dTI: = Xo + Xﬁ,

wo M und M, die Massen der beiden Kugeln bezeichnen.

Wie schon erwihnt, wurde ich erst nach Vollendung meines
Werkes auf die schitzbare Arbeit von Hicks aufmerksam: On the motion
of two spheres in a fluid (vom Jahre 1881, in den Philosoph. Trans.

*) Es ergiebt sich dies sofort mit Riicksicht auf das in (6.), (7.) iber die
Vorzeichen der Functionen {, ¢ Gesagte.

**) Es ergiebt sich dies mit Riicksicht auf das in (8.) dber die Vorzeichen
der Functionen Z, H Gesagte.
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of the R. Society of London, Vol. 171, p. 455). Die Resultate dieser
Hicks'schen Untersuchung stimmen mit den meinigen, soweit ich die
Controle angestellt habe, vollig iiberein. Von ganz besonderm Inter-
esse war dabei fiir mich in der Hicks'schen Abhandlung (l. c. p. 483)

folgender Passus: Hence we arc led to conclude, that — — — the
spheres always move so that C;—l»; tends to tncrease*), whilst in the case of
equal spheres; or that, in which the radius of the ome is twice that of the
other, we know for certain that such is the case. In der That fehlt
(wie Hicks ausdriicklich hervorhebt) zur wirklichen Begriindung des in
diesen Worten angedeuteten Satzes noch der Nachweis dafiir, dass die
Grossen (§ 4+ ) und (& + %) positiv sind, oder, genauer ausgedriickt,
wenigstens der Nachweis dafiir, dass die Summe dieser beiden Grossen,
d. i.: :

(13) o=t+6+2n

stets positiv sei. Und hievon abgesehen, scheint mir bei Hicks ausser-
dem auch noch der Beweis dafiir zu fehlen, dass

(14.) (Z+4+H) und (Z,+ H)
stets positiv sind. Und doch diirfte auch dieser Nachweis zur strengen
Begriindung des von Hicks angedeuteten Satzes unentbehrlich sein*¥).

Wie dem auch sei, — jedenfalls ist der Beweis des bestdndigen
Positivbleibens der Grissen (13.) und (14.) durch die von mir auf-
gestellten Sitze (3.), (4.), (5.), (6.), (7.) geliefert, und hiemit jener von
Hicks vermuthete Satz zur Gewissheit erhoben worden. Man kann diesen
Satz, bei welchem das Nichtvorhandensein dusserer Kriifte vorausgesetzt
wird, im Anschluss an die vor wenig Augenblicken [p. XIX] fest-
gesetzten Vorstellungen, folgendermassen aussprechen:

Der Hicks'sche Satz. — Sind die beiden Kugeln innerhalb der
Flissigkeit lings ihres festen Geleises durch beliebige Anfangsstosse in
Bewegung versetzt, ohne dass somst auf das betrachiete System (Kugeln
und Fliissigkeit) von Aussen her irgend welche Krifte einwirklen, so wird

*) In jener Abhandlung steht decrease, was wohl ohne Zweifel ein in der
angegebenen Weise zu verbessernder Druckfehler ist. Uebrigens mag es mir ge-
stattet sein, bei der Besprechung der Hicks’schen Arbeit an meiner Bezeichnungs-
weise festzuhalten, z. B. E zu setzen statt des Hicks'schen r.

*%) Auf p. 483 seiner Abhandlung heisst es nimlich (in der sechsten Zeile):
The last terme is positive etc., eine Behauptung, die doch wohl nur dann gerecht-
fertigt sein wird, wenn zuvor der Beweis des bestindigen Positivbleibens der
Groesen (14.) gefiihrt ist.
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wiihrend dieser Bewegung der Differential- Quotient der Centraldsstanz nach
der Zeit in fortdavwerndem Wachsen begriffen sein.

Bei der besondern Einfachheit und Schonheit dieses Satzes mag
es mir gestattet sein, auf seinen Beweis hier niher einzugehen, wobei
ich indessen einen Weg einschlagen werde, der von dem von Hicks
angedeuteten wesentlich verschieden ist.

Beweis des Hicks'schen Satzes. — Da wir die Linie, lings welcher
die Mittelpuncte ¢ und ¢, der beiden Kugeln sich bewegen, zur z-Axe
gewiihlt, und iiberdiess die z-Coordinaten jener beiden Puncte mit g
und x, bezeichnet haben, so ergiebt sich fiir die lebendige Kraft ‘T der
beiden Kugeln der Ausdruck:

T )

wo M und M, die Massen der beiden Kugeln vorstellen. Andererseits
hat die lebendige Kraft 7' der Fliissigkeit, nach (1.), den Werth

(’E d& dgo dIo
(16.) r—2(4 )+2Hdt dt+z( )
Hieraus folgt:
dy dg,

(17) T4+ 7=A(4 )+3Hd§ d§+A0( )
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

M M,
(18) =24z wad A=z

Da nun auf das betrachtete System (Kugeln und Fliissigkeit) von
Aussen her keinerlei Kriifte einwirken sollen, so nehmen das Princip
der lebendigen Kraft und das Hamiltow'sche Princip [vgl. p. XII] die
einfache Gestalt an:

(19) J1o@ + Ty1dt =0,
{o
(20) - ¥ + T = Const. = h*

Aus (19.) ergeben sich sofort die Differentialgleichungen
dAT+HT) _ 2@+ 1)

dt adp;’ Jr
dt
(21)
a8¥+T)_0@+T)
at adgo ox,
dt

Hilt man nun an der Vorstellung fest, dass ¢ > r,, mithin Fe=g—p,
sein soll [Figur p. XXII], und beachtet man iiberdiess, dass Z, Z,, H
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und A, A, lediglich von E abhiingen, so konnen diese Gleichungen (21.),
mit Riicksicht auf (17.), auch so geschrieben werden:

2d( +Hdso)_3(5t+T)’

(22.) dt oE
a5 4 g &4
24 (Ao Hat TE 7

Und hieraus folgt, falls man die linken Seiten weiter ausfiihrt, und
rechts fur (T + T') seinen Werth (17.) substltmrt nach emfachen Re-
ductionen:

« da? 1K dx,
2A ﬁt§+2|-| bt (Y )+a(‘)
op Pl dg
2A dt'+2H dt’_+§" 'd't’ _”"(dt)’

wo ¢, &, o die in (2) p. XX angegebenen Bedeutungen haben®).
Lﬁst ma.n die Gleichungen (23.) auf nach den bejden Grossen

(23.)

dig
der und u'

sich ergebenden Werthe von einander, so erhiilt man (weil ¥ = — g, ist):

ey e Al - G e [ GEY (5]
% ae 2(AA, — HY)

Die hier auftretenden sechs Grodssen

o, (— & (—&)» (A+H), (A,+H), (AA,—H)
sind aber stets positiv; wie sich leicht ergiebt, falls man fiir A, A, ihre
Werthe (13.) substituirt, und die Sitze (3.), (4.), (5.), (6.), (7.) be-
achtet. Somit folgt aus (24.), dass auch

(25.) %’f stets positiv
sein wird. Und dies ist der Hicks'sche Satz. Q. e. d.

Sich anschliessende Betrachtungen. — Wenn die beiden Kugeln,
in Folge passender Anfangsstosse, einander sich ndhern, so wird im
Augenblick der Beriihrung eine gegenseitige Reflexion stattfinden. Doch
kann unter Umstinden eine solche Reflexion auch schon vor dem
.Augenblick der Beriihrung erfolgen. In der That lisst sich zeigen,

dass je nach dem Anfangszustande folgende drei Fille eintreten konnen,
und nur diese allein:

, und subtrahirt man die alsdann fiir diese beiden Grossen

*) Uebrigens kann man diese Gleichungen (23.) auch direct aus den Formeln

(8.), (9., (11.), (12.) ableiten, indem man daselbst X, X, und X’, X4 verschwin
den lisst.
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Entweder wird die Centraldistanz E der beiden Kugeln wihrend
threr Bewegqung unaufhorlich wachsen. Oder, es wird E fortwihrend ab-
nehmen bis zur schliesslichen Beriihrung der beiden Kugeln. Oder end-
lich, es wird E fortwihrend abnchmen bis zu einem bestimmien Augen-
blick, in welchem die Kugeln einander moch nicht beriihren, in diesem
Augenblick aber aus dem Abnehmen ins Wachsen tibergehen, und sodann
weiterhin bestindig im Wachsen verbleiben. Selbstverstindlich ist dabei
wieder vorausgesetzt, dass keine #usseren Krifte einwirken.

Um diese Behauptungen zu beweisen, addiren wir zuvéorderst die
beiden Gleichungen (22.). Durch Integration der so entstehenden
Formel folgt alsdann:

(26.) (A H) % 4 (A, + H) 2B — Const. — bk,

wo h dieselbe Constante sein soll, wie in (20.), wihrend % eine neue
Constante vorstellt. Andererseits folgt aus (20.), falls man fiir (T + T')
seinen Werth (17.) einsetzt:

e ' dr\* dg dg, dg,

ey A A () =

Lost man diese beiden Gleichungen (26.), (27.) auf nach den beiden
Grossen & d 7 und dE° [was am Einfachsten durch Einfilhrung der Summe

und der Dt/fermz der beiden Grossen zu bewerkstelligen ist], so er-
hilt man:

dr _ sh(Aq +HyT—F
n F+

it = o
(28) va

g, eh(A 4+ H) YiIT— 53

at 'r‘r’ ] va '

wo simmtliche Wurzelzeichen positiv zu denken sind, und ¢ =41 ist.
Dabei haben A, TT die Bedeutungen'

A=AA —H ="M BHFIZ | 77
(29) n=A+Ao+2H T4 4 (24 2,4 2H),
mithin ist: s ={+§ + 29 =g, [vgl. (2.) und (18.)).

Durch Subtraction der beiden Formeln (28.) folgt, weil =g — g,
ist, und mit Riicksicht auf (29.):

dE _ L VT— K

at va '’
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mithin:

dE — ).
(30) ( )_ "1 — k.

dt A
Um auf die Discussion der Formeln (25.) und (30.) nidher eiugehen
zu konnen, sind zuvorderst folgende Bemerkungen vorauszuschicken.
Die Grossen A, TT (29.) sind ebenso wie Z, Z,, H und A, A, lediglich
Functionen von E, und besitzen, zufolge der Sitze (3.), (4.), (5.), (6.),
(7.), folgende Eigenschaften:

A und TT sind stets positiv und verschieden von Null; ferner ist

(31) der Differential-Quotient :—%= 6 ebenfalls stets positiv, und, so

lange die beiden Kugeln einander nicht berithren, auch stets
verschieden von Null [vgl. die Bemerkung auf p. XXI].

Die von E abhiéngende Function TT wird somit durch eine Curve dar-
gestellt sein, welche mit wachsendem E fortwihrend steigt, und durch-
weg oberhalb der Abscissenaxe liegt. lhre kleinste Ordinate TT' ent-
spricht daher der kleinsten Abscisse, d. i. derjenigen Abscisse E’, welche
der Berithrung der beiden Kugeln correspondirt*). Und andererseits
wird die grisste Ordinate TT” dem grossten Werthe von E, d. i. der
Abscissq E = oo entsprechen.

Denkt man sich iiberdiess parallel der Abscissenaxe diejenige ge-
rade Linie construirt, deren Ordinate gleich der positiven Constanten
k? ist, 8o hat man jetzt zwei durchweg oberhalb der Abscissenaxe liegende
Curven, nimlich die Curve (TT) und die gerade Linie (k¥*). Was die
relative Lage dieser beiden Curven zu einander betrifft, so wird ent-
weder die Linie (k%) durchweg unterhald der Curve (IT) liegen, mithin
(32. a) o<k <TIr
sein. Oder es wird die Linie (k*) die Curve (TT) schneiden, und zwar
nur in einem Punct, mithin
(32.b) m<e<m
sein. Ein dritter Fall ist upmoglich. Denn lige die Linie (k*) durch-
weg oberhalb der Curve (TT), so wiirden simmtliche Werthe der Function
TT kleiner als %% sein; was der Formel (30.), in welcher A stets positiv
ist (31.), widerspricht. '

Nach (25.) ist nun der szferentzalquotwnt stets und unter allen Um-
stinden im Wachsen begriffen. Demgemdiss smd swei Hauplfalle su unter-
scheiden:

*) Es ist mithin dieses E’ gleich der Summe der beiden Kugelradien.
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Fall I: Der Differentialquotient ‘% hat zur Zeit des Anfangszu-

standes einen positiven Werth. Alsdann wird derselbe, weil er fort-
dauernd wiichst, bestdndig positiv bleiben, mithin I selber ebenfalls in

unaufhiorlichem Wachsen begriffen sein.

Fall 11: Der Differentialquotient d{;} ist zu Anfang negativ. Als-

dann wird derselbe (weil er fortwiihrend wichst) von jenem negativen
Anfangswerthe aus entweder gegen Null wachsen, ohne dabei die Null
zu erreichen, oder aber durch Null hindurch wachsend zu positiven -
Werthen tibergehen und sodann zu immer grossern und grossern posi-
tiven Werthen fortschreiten. Diese beiden Unterabtheilungen des
Falles 11 mégen mit ITa und IIb bezeichnet sein.

Der Fall Ila ¢ritt ein, wenn die Linie (k*) durchweg unterhaldb
der Curven (TT) liegt, mithin

o<kt
ist. Denn alsdann sind simmtliche Werthe der Function TT grisser
als k% so dass also der in (30.) enthaltene Factor (TT — k%), mithin

auch da%‘ selber niemals Null werden kann. In diesem Fall IIa wird

daher ‘3’? von seinem negativen Anfangswerth aus fortwihrend wachsen,

ohne die Null zu erreichen, mithin stets negativ bleiben. Folglich wird
E selber fortwdhrend abiehmen bis zur schliesslichen Deriilrung der Kugeln.
Die Zeit, welche vom Anfangsaugenblick (K = E°) bis zum Augen-
blick der Berithrung (E = E’) verfliesst, hat zufolge (30.) den Werth:

(=L [ VB aE

h ¥ -;/Tl'r— ke’

und ist also endlich, weil (TT — k?) verschieden von Naull bleibt.

Der Fall IIb tritt ein, wenn die Linie (k*) die Curve (IT)
schneidet, mithin

n' < LJ < n’l

ist; die Ordinate des Schnittpunktes ist A%, und seine Abscisse mag F*
heissen. Alsdann némlich wird der von seinem ncgativen Anfangs-
werth aus wachsende Differentialquotient %}; zuvorderst negative Werthe
durchlaufen, was mit einer Abnahme von FE, mithin auch von TT ver-
bunden ist. Dieses Negativbleiben von CZJ und Abnehmen von E und TT

wird so lange fortdauern, bis TT zu %* herabgesunken, mithin E in E*
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tibergegangen ist. In diesem Augenblick ist alsdann d—d?, zufolge (30.),

gleich Null; im nichstfolgenden Augenblick wird daher (well es

bestandig wachst) bereits einen positiven Werth haben, und soda.nn zu
immer griosseren und grosseren positiven Werthen fortschreiten. Im
Falle ITb. wird also E selber zundchst bis L* hin abnehmen, und so-
dann von E* aus wieder su wachsen anfangen, und hierauf weiterhin
in bestindigem Wachsen wverbletben. Die Zeit, welche vom Anfangs-
augenblick (E = E°) bis zum Augenblick der Umkehr (E = E¥*) ver-
streicht, hat nach (30.) den Werth:

h/.V—dE'

und dieser Werth wird trotzdem, dass (TT — %?) fiir E = E* ver-
schwindet, ein endlicher sein. Denn fiir solche E, die nur wenig von
E* verschieden sind, ergiebt sich nach dem Taylor'schen Satz:

E — E* (aTT

e (E E‘)’ @
m—k = 1 (d_E)E=E' + ( +
wo der Ausdruck (%)hr , ebenso wie simmitliche Werthe von :2, von

Null verschieden ist. Vgl. (31.).

Der fiinfte Abschnitt (p. 287—262)

bietet gewisse Erginzungen dar zum ersten Abschnitt. Lange Zeit
war ich nimlich der Vermuthung, dass die in den Formeln jenes ersten
Abschnitts enthaltenen Differenzen
w  -G5—5) (52— 52), ete. ete. [vgl. (16. 8) p. IX]
vielleicht sdentisch Null sein mdchten, wodurch alsdann die in Rede
stehenden Formeln bedeutend einfacher geworden wiren. Schliesslich
bin ich indessen zu bestimmten Beispielen gelangt, aus denen hervor-
geht, dass ein solches Nullsein im Allgemeinen nicht stattfindet.

Denkt man sich némlich einen starren Korper, der in seinem
Innern einen mit incompressibler Fliissigkeit erfiillten Hohlraum besitzt,
und bringt man auf dieses aus Korper und Fliissigkeit bestehende
System die allgemeine Theorie des ersten Abschnitts in Anwendung,
so gelangt man zu Formeln, in denen jene Differenzen (1.) nicht ver-
schwinden.

Einer ausfiihrlichen Behandlung wird dabei namentlich der Fall
unterworfen, dass der Korper um einen festen Punct o drehbar ist.
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Setzt man tiberdiess voraus, dass die Vertheilung der gegebenen Kdrper-
und Fliissigkeitsmasse symmetrisch sei in Bezug auf drei durch o gehende
(aufeinander senkrechte und mit dem Korper fest verbundene) Ebenen,
und dass von Aussen her keinerlei Krifte einwirken, so lassen sich
die Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Korpers leicht an-
geben. Und zwar werden diese Differentialgleichungen, falls jener
Hohlraum ein einfach zusammenhingender ist, geradezu durch die be-
kannten FEuler'schen Formeln ausgedriickt sein:

) CE=(C—Car,
ete. ete. ete.

wo die Constanten C’, C”, C” von der Art und Weise abhingen, in
welcher die Masse des betrachteten Systems in Bezug auf die genann-
ten drei Ebenen vertheilt ist. Dabei bezeichnen p, ¢, r, ebenso wie
bei Euler, die Drehungen des Korpers um seine Hauptaxen, d. i. am
die Schnittlinien der genannten drei Ebenen.

Ist hingegen der von der incompressiblen Fliissigkeit erfiilite Hohl-
raum ein mehrfach zusammenhéingender, so erhilt man statt der Gleichungen
(2.) folgende Differentialgleichungen:

d 1’ A 1 r” rnr
(B) CFE=("—C")gr— , Wr—K"g), [vgl (62) p. 254],
etc. etc. etec., '

wo k', h”, K’ gewisse neue Constanten vorstellen, die nicht nur von
der vorhandenen Massenvertheilung, sondern iiberdiess auch noch von
dem jedesmaligen Anfangszustande der F'liissigkeit abhiingen.

Um iiber den Charakter dieser Constanten &', A", A" hier wenigstens
eine Andeutung zu geben, wollen wir uns die Fliissigkeit zur Zeit %,
wihrend der Korper noch festgehalten wird, in irgend welchen Anfangs-
eustand versetzt denken. Solches ausgefithrt gedacht, mag jetzt der
Korper selbst durch irgend welche continuirlich anhebende, mehr und
mehr anwachsende, schliesslich aber in einem bestimmten Zeitaugen-
blick #* wieder erloschende Kriifte in Beweyung versetst werden. Als-
dann gelten vom Augenblick ¢ ab die Differentialgleichungen (3.). Und
zwar werden die darin enthaltenen Constanten %', h”, k"’ gleich Null
oder von Null verschieden sein, je nachdem jener der Zeit {* entsprechende
Anfangszustand der Fliissigkeit ein Zustand der Ruhe oder der Be-
wegung war.

Man kann diese Betrachtungen ohne Miihe weiter verallgemeinern,
und gelangt alsdann zu folgendem Satz:
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Enthilt ein starrer Korper in seinem Innern einen mit incompres-
sibler Fliissigkeit erfiillten Hohlraum, so wird der Korper unter dem Ein-
fluss gegebener Gusserer Krifte nach genau denselben Gesetsen, wie ein
gewohnlicher massiver Kirper (ohne innere Fliissigkeit), sich bewegen,
vorausgesetst, dass der Hohlraum ein einfach zusammenhingender ist.
Ist hingegen dieser Raum ein mehrfach susammenhdngender, und die
Flissigheit eu Anfang innerhald dieses Raumes in Bewegung gesetst, so
werden die in Rede stehenden Gesetze wesentlich andere sein [p. 257].

Ausserdem enthilt der fiinfte Abschnitt noch einige beiliufige Be-
merkungen iiber das Princip der lebendigen Kraft, ferner iiber die
Laplace'schen Schwerpuncts- und Flachensitze. U. s. w.

Der Anhang (p. 268—3830).

Im vierten Abschnitt wurde die Bewegung sweier Kugeln innerhalb
einer incompressiblen Fliissigkeit untersucht. Mit diesen Untersuchungen
aber stehen die auf zwei Kugeln beziiglichen Probleme der elektrostatischen
wund magnetischen Induction, hinsichtlich der mathematischen Behand-
lungsweise, in naher Verwandtschaft. Und zwar diirfte von diesen
drei Problemen das elektrostatische als das leichteste zu bezeichnen sein.
Schwieriger ist jenes im vierten Abschnitt behandelte hydrodynamische
Problem; und am schwierigsten endlich das magnetische Problem.

Das elektrostatische Problem fiir zwei Kugeln kann im Ganzen nach
vier verschiedenen Methoden behandelt werden, nimlich erstens nach
der bekannten Poisson'schen Methode*), zweitens mit Hiilfe der Thom-
son'schen Spiegelpuncte**), wobei man alsdana entweder der gewdhn-
lichen Polarcoordinaten, oder (was vortheilhafter ist) der dipolaren
Coordinaten sich bedienen kann, drittens mittelst der Lionwville'schen
Methode der reciprocen Radien***), wobei man wiederum die Wahl hat
zwischen jenen beiderlei Coordinatensystemen, endlich viertens mittelst
einer Methode, die lediglich auf der Anwendung der dipolaren Coordi-
naten beruhtt).

*) Possson (1812 und 1813), in den Mémoires der Pariser Akademie.
**) W. Thomson (1845). Vgl. die Papers of Thomson (London, 1872),
p- 144 etc., ferner auch p. 86 ete.

*+%) Liowuville (1847), note au swjet d’'une lettre de M. W. Thomson, im Liou-
ville’schen Journal, Bd. 12, p. 265. Von Neuem abgedruckt in den Papers of
Thomson (London, 1872). Vgl. am Ibtztern Ort namentlich die Aeusserungen auf
p. 172, 178.

1) C. Neumann (1862), iiber den stationiren Temperaturzustand eines homo-
genen KOrpers, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugelflichen begrenzt ist,
Halle, Verlag von Schmidt, 1862. Vgl. daselbst p, 86—110.
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Diese vierte Methode, welche ‘wohl unter allen die einfachste sein
diirfte, ist von mir im Jahre 1862 publicirt worden, jedoch in einer
Darstellungsweise, die Manches zu wiinschen lisst. Ich habe daher
die gegenwiirtige Gelegenheit benutzt, um diese Methode von Neuem
und in méglichst @ibersichtlicher Gestalt mitzutheilen, (p. 263—272),
wobei hinsichtlich der dipolaren Coordinaten nur diejenigen einfachen
Vorkenntnisse erforderlich werden, welche in diesem Werke selber
(p- 97—113) bereits entwickelt sind.

Das Problem der magnetischen Induction fiir zwei Kugeln ist im
Jahre 1878 im 24. Jahrgang des Schlomilch’schen Journals von Chwolson
behandelt worden, unter der Voraussetzung, dass die gegebenen in-
ducirenden Kriifte symmetrisch sind in Bezug auf die Centrallinie der
beiden Kugeln. Auch hat Kirchhoff iiber diese Chwolson’sche Arbeit
ein ausfithrliches Referat erstattet in den Monatsberichten der Berliner
Ak. d. W, vom 4. April 1878.

Das in Rede stehende Problem kann, wie Chwolson gezeigt hat,
unter Anwendung der dipolaren Coordinaten im Allgemeinen in ein-
facher und leicht sich darbietender Weise gelost werden. Schwierig-
keiten bereitet dabei nur die Berechnung der in den Reihenentwick-
lungen der inducirten Potentiale @ und @, auftretenden constanten
Cocfficienten A, A,, A, etc. und B, B,, B,, etc. Diese unbekannten
Constanten sind ndmlich zu bestimmen mittelst zweier Systeme linearer
Gleichungen, deren jedes aus unendlich vielen solchen Gleichungen
besteht. Bezeichnet man die Gleichungen des einen Systems mit (y,.),
(,.), (y5.), etc., die des andern mit (z,.), (2,.), (2,.), ete., so sind

in den Gleichungen (y,.), (2,,) nur 4, B, und 4, B, enthalten,

ferner in (y,.), (2,.) nur 4,, B,, A,, B, und A4,, B,,
1) ferner in (y;.), (¢,.) nur 4,, B,, 4;, B, und 4,, By,
ferner in (y,.), (#.) nur 4;, B;, A;, B; und A4,, B,,

Usw Us w

Niher angegeben findet man diese Gleichungen in (35.), (35.), auf
p- 292, ferner in etwas anderer Gestalt in (37.), (37.), auf p. 296.
Wiren nun die beiden Anfangs-Constanten 4,, B, bekannt, so
kdonnte man successive zuerst A4,, B, aus den Gleichungen (y,.), (2.),
sodann 4;, B, aus (y,.), (¢,.) berechnen. U. s. f In Wirklichkeit sind
aber A4,, B, unbekannt, so dass also zur definitiven Berechnung der
A’s und B’s noch zwei Gleichungen fehlen. Demgemiiss hat Chwolson
sich bemiiht, ausser jenen Gleichungen (1.) noch zwei weitere Glei-
chungen aufzufinden, und solche in der That zu entdecken geglaubt.
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Diese Entdeckung aber ist vollig illusorisch. Denn bei genauerer Be-
trachtung zeigt sich, dass die von Chwolson neu hinzugefiigten beiden
Gleichungen nichts Anderes sind, als eine unmittelbare Consequenz der
Gleichungen (1.). Derselbe Irrthum ist iibrigens auch iibergegangen
in das Kirchhoff’sche Referat. Vgl. p. 294, 295.

In Wirklichkeit finden jeme zur Bestimmung der A's und B’s noch
" fehlenden beiden Gleichungen, wie ich im vorliegenden Werke zeige,
thren Ersatz durch gewisse in der Natur des behandelten Problems liegende
Convergenzbedingungen; so dass wir hier also einen Fall vor uns haben,
ganz dhnlich demjenigen, welcher frither (p. XVI) bei Behandlung der
hydrodynamischen Probleme uns entgegentrat. Wihrend wir aber
damals die wirkliche Auflosung der betreffenden Gleichungen zu
umgehen im Stande waren (mittelst der Methode der Spiegelpuncte),
diirfte im gegenwiirtigen Fall eine solche Umgehung nicht gut ausfiihr-
bar sein,

Um nun trotz dieser Schwierigkeiten zur Losung des magnetischen
Problems zu gelangen, scheint mir, nach vielfiltigen Versuchen, nichts
@ibrig zu bleiben als die auf dem bekannten Princip der successiven
Inductionen beruhende Methode der successiven Amndherung.

Man kionnte bei Anwendung dieser Methode swei den beiden Kugeln
entsprechende gewohnliche Polarcoordinatensysteme einfithren, von denen als-
dann alternirend bald das eine, bald das andere zu benutzen sein wiirde.
Will man aber diesen fortwiihrenden und sehr beschwerlichen Wechsel
des Coordinatensystems vermeiden, so wird man gezwungen sein, die
den beiden Kugeln entsprechenden dipolaren Coordinaten zu benutzen.

Sollen nun, unter Anwendung dieser dipolaren Coordinaten, die
einzelnen Stufen der in Rede stehenden successiven Methode wirklich
erstiegen, d. i. die diesen einzelnen Stufen entsprechenden Rechnungs-
operationen wirklich ausgefiihrt werden, so muss man zuvorderst jene
Chwolson'schen Gleichungen (1.) wenigstens fiir den speciellen Fall auf-
zulésen im Stande sein, dass der Radius der einen Kugel = 0, mithin
in Wirklichkeit nur die andere Kugel vorhanden ist. Die Losung dieser
specielleren Chwolson’schen Gleichungen, welche nur noch die 4’s, nicht
die B’s enthalten, ldsst sich aber in der That bewerkstelligen, wie ich
solches im vorliegenden Werke gezeigt habe; vgl. die Formeln (12.)
p- 299. Das hierbei von mir eingeschlagene Verfahyen kommt im
Wesentlichen darauf hinaus, dass ich das in Rede stehende magnetische
Problem fiir nur eine Kugel, zuvorderst 16se unter Anwendung der ge-
sihnlichen Polarcoordinaten (was schon Poisson gethan hat), sodann

aber die gefundene Losung von jenen monopolaren Coordinaten auf
Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. c
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die dipolaren Coordinaten transformire. Die zu diesem Zweck zu ent-
wickelnden Transformationsformeln sind behaftet mit gewissen Functionen
2.) O (z) oder O, (2),

welche durch hypergeometrische Reihen sich darstellen, und durch
mancherlei merkwiirdige Eigenschaften sich auszeichnen. Vgl (A.),
(B.), (C), (D.) p. 302, und ferner p. 312—315.

Will man schliesslich ein ungefihres Bild haben von dem Wesen und
den Rechnungsvorschriften*) der in solcher Weise fiir die Losung des
allgemeinen Chwolsow'schen Problems sich ergebenden successiven Methode,
80 beachte man zuvirderst, dass das gegebene inducirende Potential ¥V
symmetrisch sein soll in Bezug auf die Centrallinie der beiden Kugeln
® und &,, und dass dasselbe also [bei passender Einrichtung des -
dipolaren Coordinatensystems (&, u, @, ¢)] innerhalb’ der einen Kugel
® nach gewissen Functionen

3. B, = Yyt P (n),

und innerhalb der andern Kugel , nach gewissen andern Functionen
4) By = Vet CHD? P (n)

entwickelbar sein wird. Diese Entwickelungen (p. 287):

(5.) = >'A.B,, innerhalb K,

(6.) V= 2'8,.?1332, innerhalb &,

haben wir als gegeben, mithin die darin enthaltenen Constanten A, B
als bekannt zu betrachten, und, von diesem Fundament aus, diejenigen
Rechnungsvorschriften anzugeben, welche zur schliesslichen Herstellung
der in den Kugeln inducirten Potentiale ¢ und @, hinleiten.

Das in der Kugel & inducirte Potential @ kann bekanntlich (Satz
p- 283) angesehen werden als das Potential einer gewissen Oberflichen-
belequng dieser Kugel, und wird somit innerhalb dieser Kugel nach den
Functionen (3.) entwickelbar sein:

Q@ = DC.B,, innerhalb K.
Um die hier auftretenden unbekannten Constanten C zu ermitteln, zer-
legen wir dieselben in einzelne Theile:
Co=A,+ (4)n + ((A»u +--

wodurch alsdann die Formel selber folgende Gestalt erhilt:

*) Was ich hier iiber diese Rechnungsvorschriften sagen werde, ist im vor-
liegenden Werk nicht unmittelbar exponirt, ergiebt sich aber leicht aus dem Sate
p. 288 und den sich anlehnenden Betrachtungen p. 284—287, sodunn aber nament-
lich aus dem eigentlichen Charakter der in Rede stebenden successiven Methode,
p. 318—820.
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(1) Q=4.B, + Z(4) B, + Z((4))aB, + - -+, innerhalb .
Desgleichen kann man den Werth, welchen das in der andern Kugel &,
inducirte Potential ), innerhalb &, besitzt, durch die analoge Formel
darstellen:

(8) Q= BB+ Z(B).Br+ D((B)). B, + -+, innerhalb K,
Dabei sei bemerkt, dass im vorliegenden Werk die einzelnen Summen
in (7.) und (8.) respective mit Q, R, S, ete. und L, R,, S,, etc. be-
zeichnet sind (p. 319).

Die Rechnungsvorschriften zur Bestimmung der unbekannten Con-
stanten 4, (4), ((4)), etc. und B, (B), ((B)), ete. sind nun folgende:
Man bezeichne die magnetischen Constanten der beiden Kugeln mit
x und %, setze ferner zur Abkiirzung:

1

A=4ﬂ%, 6=-2—Tm,

1
Ay =4dmx,, 6, =, e’ [vgl. (18.) p. 278],

und bilde ausserdem zwei von der Grosse und relativen Lage der beiden
Kugeln abhiingende Constanten g und g,, deren Werthe stets positive
ichte Briiche sind, -vgl. (6.) p. 205. Sodann bilde man gewisse von
q, A, 6 und ¢,, 4,, 0, abhiingende Constanten: .

9.) Ay und Ej, [vgl (3.) p. 319].

Dies ausgefithrt gedacht, haben alsdann jene gesuchten Constanten

A, B folgende Werthe:
A,=ANA,, [vgl. (4.) p. 320),
B,=_2E}B,, die Summationen ausgedehnt iiber p=0,1,2, .- 0o

(10.) {

wo die A, B die in (5.), (6.) genannten, von Hause aus gegebenen Con-
stanten vorstellep. Nachdem in solcher Weise die 4, B berechnet
sind, erhilt man nun weiter die (4), (B) mittelst der Formeln:
{ (A)n = 2b; p’!ogp.H:

(B)a = SE; 4,4
hierauf die ((4)), ((B)) mittelst der’ Formeln:
{ ((4))n = ZA;(B)ﬂ%QP-H;

(B = Z2E3()pg™";

u. 8. w. u. 8. w. Dabei sind in (10.), (11.), (12.) ete. die Summationen
stets ausgedehnt zu denken iiber p =0, 1, 2, ... co.

(11.)

(12.)

c*
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Substituirt man schliesslich diese Werthe der 4, (4), ((4)), ete.
und B, (B), ((B)), etc. in die Formeln (7.), (8.), so ist die Berechnung
der inducirten Potentiale @, @, vollendet, wenigstens fiir solche Puncte,
die inmerhalb R, resp. innerhalb &, liegen. Wie man aber aus diesen
innern Werthen auch diejenigen abzuleiten vermag, welche @ ausser-
halb R, und Q, ausserhalb R, besitzt, ergiebt sich leicht. Vgl. p. 286.
) Bemerkung. — Beildufiger Weise findet man auf p. 2719—282 eine
Untersuchung iiber magnctische Bilder. Ich zeige ndmlich daselbst, dass
man bei einer gegebenen Kugel nicht nur von elekérischen Bildern,
sondern in analogem Sinne auch von magnetischen Bildern sprechen
kann. Denkt man sich z. B. die Kugel magnetisirt durch einen irgend-
wo ausserhalb derselben befindlichen Magnetpol, so wird die in solcher
Weise magnetisch gewordene Kugel in Bezug auf alle diussern Punkte
#quipotential sein mit einem gewissen inncrhalb der Kugel zu con-
struirendem magnetischem Massensystem. Dieses letztere heisst alsdann
das magnetische Bild des gegebenen Poles.
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Das Hamilton’sche Princip in seiner Anwendnng auf die
Probleme der Hydrodynamik.

§ 1.
Einleitung. Vorliufiges iiber die Resultate der Untersuchung.

Wenn man mit Thomson und Tait auf die Bewegung einer in-
compressiblen Fliissigkeit ohne Weiteres die gewshnliche Formel des
Hamiltow'schen Princips in Anwendung bringt, so entbehrt ein solches .
Verfahren, wenigstens fiir den Fall, dass der von der Fliissigkeit ein-
genommene Raum ein mehrfach zusammenhingender ist, der hinreichen-
den Begriindung, wie solches schon von Boltemann hervorgehoben
wurde vor etwa zehn Jahren. (Crelle’s Journal, Bd. 73, S. 111. Vgl
daselbst namentlich auch 8. 128, 129.)

Ja noch mehr. Es lisst sich zeigen, dass die gewdhnliche Formel
des Hamilton’schen Princips fiir den Fall eines mehrfach zusammen-
hiangenden Raumes ganz fehlerhafte Resultate ergiebt.

Um niher hierauf einzugehen, betrachten wir zuvorderst ein System
materieller Puncte m (z, y, 2), auf welche gegebene Kriifte mX, m Y,
mZ einwirken, und bezeichnen die lebendige Kraft des Systems mit
T. Nach dem “Princip der lebendigen Kraft gilt alsdann fiir jedes Zeit-
element df der Bewegung des Systems die Formel: '

AT = Zm(Xdz + Ydy + Zdz),
oder kiirzer geschrieben:
(1) dT = ds,

wo das dS als Abbreviatur dienen soll fiir ‘die obige Summe, mithin
zu bezeichnen ist als die von den gegebenen Kriften withrend der Zeit
dt verrichtete Arbeit.

Denkt man sich ferner die wirkliche Bewegung des Systems withrend
irgend eines Zeitraums ¢, ...¢ in willkiirlicher Weise abgedndert, und
bezeichnet man diese Abinderungen oder Variationen fiir z, y, 2, T

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 1
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mit dz, 8y, 0z, 6T, so wird nach dem Hamiltow'schen Princip die
Formel gelten:

(@) '](a T+ 88)dt =0,

wo das 8S zur Abkiirzung steht fir 2m(X6z + Y8y + Z4z), mithin
zu bezeichnen ist als die den Verrtickungen dz, dy, 02 entsprechende
virtuelle Arbeit der gegebenen Kriifte.

Diese allgemeinen Formeln (1.), (2.) mégen nun in Anwendung
gebracht werden auf eine incompressible Fliissigkeit, welche nach allen
Seiten ins Unendliche reicht, und begrenzt ist von einer fest aufgestellten,
unendlich grossen Kugelfliche. Im Innern der Flissigkeit mogen zwei
Ringe (d. i. zwei starre Korper, jeder von ringformiger Gestalt) sich
befinden. Die augenblickliche Lage dieser Ringe héingt im Ganzen von
zwolf Variablen «, g, .... ab; und diese zw6lf Variablen oder Para-
meter (wie ich sie weiterhin nennen werde) mogen gegebene Functionen
der Zeit sein:

a—a(®), B=B®) .-
so dass also die beiden Ringe in bestimmt vorgeschricbener Bewegung
begriffen sind.

Die Fliissigkeit (exclusive der beiden Ringe) soll nun das System
sein, auf welches wir die Formeln (1.), (2.) anwenden wollen, und zwar
unter folgenden Voraussetzungen:

Die Bewegung der Fliissigkeit finde statt okne innere oder #ussere
Reibung. Ferner sei der Anfangszustand der Fliissigkeit ein toirbel-
freier, d. h. ein solcher, fir welchen die Geschwindigkeitscomponenten
«, v, w der Fliissigkeit den Relationen entsprechen:

ov ow ow  Ou ou ov

7wy =0 mm=0 gy
Alsdann wird bekanntlich die Flissigkeit fortdauernd wirbelfrei bleiben,
mithin fortdavernd diesen Relationen Geniige leisten. Endlich sei an-
genommen, dass auf die Fljissigkeit keinerlei Krifte einwirken, mit
Ausnahme derjenigen Druckkrifte p, welche auf sie ausgeiibt werden
von den in Bewegung begriffenen beiden Ringen. Demgemiss wird
also bei Anwendung der Formeln (1.), (2.) unter dS z. B. diejenige
Arbeit zu verstehen sein, welche von jenen Druckkriften p wihrend
des Zeitelementes dt auf die Flissigkeit ausgeiibt wird.

Ist nun jener wirbelfreie Anfangszustand der Fliissigkeit gegeben,
und ist ausserdem (wie schon frither festgesetzt wurde) mittelst der
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Functionen a = « (), = (t), ... ., auch die Bewegung der beiden
Ringe gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Fliissigkeit vollig
bestimmt sein.

Die in irgend einem Zeitelement dt¢ dieser Bewegung von den
beiden Ringen, mittelst der Druckkrifte p, auf die Fliissigkeit aus-
gelibte Arbeit dS hiingt offenbar wesentlich ab von denjenigen Zu-
wiichsen da, df, ..., welche die Parameter «, B, ... wihrend des
Zeitelementes dt¢ erfabren, und wird also die Form haben:

3. dS=S8,da+ S,df + ..... ,

wo die §,, S,, .... noch vollig unbekannte Grossen vorstellen. Dem-
entsprechend wird die virtuelle Arbeit 88 sich ausdriicken durch

) 08 = S,0a + S0+ ... .,

wo Oea, 0, .... willkithrliche Grossen sind; sodass also dieses 0.5 die-
jenige Arbeit repriisentirt, welche von jenen Druckkriften p geleistet
werden wiirde, falls man die Ringe aus der Position (e, f, ...) nicht
in die Position (¢ + da, B+ dp....), sondern in die willkiirlich
gewihlte Position (a 4 da, B 4 08, ....) dibergehen lassen wollte.

Soweit sind die Dinge leicht zu iibersehen. Hingegen wird man
Qiber den analytischen Ausdruck der lebendigen Kraft T der Fliissigkest,
ohne tiefer gehende Untersuchungen, sich schwerlich eine deutliche
Vorstellung zu machen im Stande sein. Die genauere Untersuchung
zeigt indessen, dass dieses I’ folgende Gestalt besitzen muss:

(5) T=0,+ [0y (53) +20u 5 S+ -],

wo der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck in Bezug auf

dpg

die Differentialquotienten %g, Q0 ein homogener Ausdruck zweiten

Grades ist, wihrend andrerseits die ©'s lediglich Functionen der «,
B, . . . selber, nimlich unabhiingig von deren Differentialquotienten sind.

Um nun unsern Betrachtungen eine moglichst einfache Gestalt zu
verleihen, wollen wir die gegebene Bewegung der beiden Ringe als

eine unendlich langsame; mithin die Werthe der Differentialquotienten

%‘, %—g, .. .. als unendlich klein uns vorstellen. Alsdann reducirt sich

der Ausdruck (5.) auf sein erstes Glied ©,. Es hat mithin in diesem
Fall die lebendige Kraft 7' der Fliissigkeit den Werth:

6. T=06,=6,(,8,....),

also einen Werth, der nur noch von den «, f, .... selber, nicht aber

von deren Differentialquotienten abhiingt.
1*
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Man kann den Werth dieser Function 8, = 6, («, 8, - - - -) niiher
angeben, sobald man voraussetzt, dass die Ringe unendlich ddnn, d. i.
von unendlich kleinem Querschnitt sind. In diesem Fall ist nimlich das
O, identisch mit demjenigen elektrodynamischen Potential, welches die
beiden Ringe auf einander ausiiben wiirden, falls man sich jeden derselben
durchflossen denkén wollte von einem elektrischen Strom von gewisser
constanter Stirke; wie solches sich ergibt aus den betreffenden Arbeiten
von Kirchhoff und Boltzmann (Crelle's Journal, Bd. 71 u. 78).

Auch geben die Boltzmann’schen Untersuchungen einigermassen Auf-
schluss iber den zsweiten Theil der lebendigen Kraft, d. i. dber dem
Ausdruck

da\? de d
0u(35) + 2037 G+

Dieser zweite Theil entspricht nii.mhch dem in der Boltzmann'schen
Arbeit mit @ bezelchneten Potential. (Crelle’s Journal, Bd. 78. S. 128
und 183.)

Ich habe hier diese Arbeiten von Kirchhoff und Boltzmann haupt-
sichlich deswegen erwihnt, weil aus denselben mit Sicherheit hervor-
geht, dass der Ausdruck 6, = 6, (¢, B, ...) im Allgemeinen weder Null,
noch constant, sondern eine wirkliche Functwn von a, B, .... st

Dies constatirt, wollen wir nun auf die Bewegung der betrachteten
Fliissigkeit die Formeln (1.), (2.) in Anwendung bringen, indem wir
dabei, einerlei ob der Querschnitt der Ringe klein oder gross ist, nur
die eine Voraussetzung eintreten lassen, dass die Bewegung der Ringe
unendlich langsam vor sich geht. Die beiden Formeln (1.) und (2)
nehmen alsdann mit Benutzung der Werthe (6.) und (3), (4.) die Gestalt an

@) 40, = ds,
(11 j( o 99 5o + 72 ”9" op +] + [$,0e + 5,08 + ---])dt==0.
Y

Aus (IL.) folgt aber, weil die de, 8, .... willkiirlich sind, nach
bekannter Schlussweise:

006,

7a = 5

296,

ﬁ = Szn
ete. ete.

also, falls man mit de, df, ... multiplicirt und addirt:
eda+ 3 apt = - (Side + S4B + )
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also mit Ricksicht auf (3.):
(ILa) do, = — d=s.

Diese Formel (II.a) steht aber mit (L), d. i. mit dem Princip
der lebendigen Kraft in diametralem Widerspruch, und ist daher absolut'
unrichtig. Mit andern Worten: Die aus dem Hamilton'schen Princip
abgeleitete Formel (II.) fithrt bei weiterer Behandlung zu einer Formel
(IL.a), welche durchaus falsch ist. Untersucht man nun den inneren
Grund dieses Widerspruchs, so findet man einerseits, dass die Formel
(I1.) resp. (2.) nicht auf legitime Weise aus dem Hamilton'schen Princip
abgeleitet ist, und dass andrerseits bei wirklich correcter Benutzung
des genannten Princips eine andere Formel sich ergibt, welche mit der
Formel (2.) vollig identisch ist, nur mit dem Unterschiede, dass in ibhr
an Stelle von T ein gewisser anderer Ausdruck sich vorfindet von
mehr complicirter Gestalt.

Oder genauver und zugleich allgemeiner ausgedriickt: Befinden sich
tm Innern der incompressiblen Fliissigheit beliebig viele und beliebig
gestaltete starre Kirper, und bewegen sich diese Korper in beliebiger
Weise und mit beliebigen Geschwindigkeiten, so wird die lebendige
Kraft T der Flissigkeit, was ihren analytischen Ausdruck betrifft, stets
die Form haben:

(A) T=90+[9u (%“:‘)"*‘2911%‘% +_]

Dabei bezeichnen «, B, .... dicjenigen Parameter, durch welche die
augenblickliche Lage jener Kirper sich bestimmt. Ferner ist der in den
eckigen Klammern enthaltene Ausdruck in Besug auf die Differential-

quotienten %—%’, Z—f, .... ein homogener Ausdruck zweiten Grades. End-

lich sind die ©’s nur abhingig von den «, B, ... selber, nicht aber von
deren Differentialquotienten.

Wird nun das Hamilton’sche Princip auf dic Bewegung der
Fliissigkeit tn wirklich correcter Weise angewendet, so gelangt man dabei
2u folgender Formel:

4
(B.)‘f(o[T—2eo—-AZ—:‘—B%§—C‘%—-u-] + JS)dt=O,

‘J
wo 08 die virtuelle Arbeit der von jenen starren Korpern auf die Fliissig-
keit ausgeiibten Druckkrifte bezeichnet. Dabei haben T und ©, dic in
(A.) angegebene Bedeutung; wihrend andererseits die A, B, C, ... ge-
wisse Functionen von «, B, y, ... reprdsentiren.

Sind insbesondere jene Korper von solcher Gestalt, dass der von
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der Fliissigkeit occupirte Raum ein einfach susammenhdngender ist, so
verschwindet das ©,, und ebenso verschwinden alsdann auch die 4,
B, C, .... sodass also in diesem besonderen Fall die Formel die ein-
fachere Gestalt erhdlt:

(B) ] (3T + 68) dt = 0.

Diese letztere Formel, welche ich vorhin die gewohnliche Formel des
Hamilton'schen Princips nannte, ist also nur giltig fir einen ganz
speciellen Fall, nicht aber von allgemeiner Bedeutung.

Die Sitze (A.), (B.) sollen im Folgenden niher begriindet werden.
Und dabei mag es mir gestattet sein, an Stelle der von den starren
Korpern aof die Flissigkeit ausgetibten Arbeiten dS, 05, diejenigen
Arbeiten dL, 0L einzufithren, welche umgekehrt die Fliissigkeit auf
jene Korper ausiibt; sodass also, (wie man leicht iibersieht) die Rela-
tionen stattfinden werden dL — — dS, und 6 L = — dS.

Uebrigens werde ich die anzustellenden Untersuchungen in etwas
allgemeinerer Weise ausfiihren, als hier vorldufig angegeben wurde.

Einerseits nimlich werde ich annehmen, dass die in die Fliissig-
keit eingetauchten Korper nicht starr, sondern ihrer Gestalt nach ver-
inderlich sind.

Andrerseits werde ich annehmen, dass auf die Flissigkeit von
aussen her etwa die Schwerkraft oder irgend welche andere Krifte
einwirken. Das Potential dieser gegebenen i#usseren Krifte mag mit

V oder V (z,y, ) bezeichnet werden. — Ich werde sogleich die zu
behandelnde Aufgabe in mehr sorgfiltiger Weise exponiren. ’
§ 2.

Die zu behandelnde Aufgabe.

Eine incommpressible Fliissigkeit sei begrenzt von einer dusseren
Fliche o,, und beliebig vielen inneren Flichen o,, 6;, 6; .... Jede
solche Flache mag nach Belieben entweder als eine diinne Membran,
oder auch als die Oberfliche eines starren Korpers gedacht werden. Im
letzteren Fall sind alsdann 6,, 6,, 6, .. . . die Oberflichen irgend welcher
in die Flissigkeit eingetauchten Korper, und ¢, die innere Begrenzungs-
fliche einer die Fliissigkeit umschliessenden Schaale.

Der grosseren Allgemeinheit willen erscheint es zweckmissig, die
erstere Vorstellung zu acceptiren, nimlich jene Flichen o, 6,, 6, 0y, . . .
als diinne Membranen zu betrachten die ihrer Lage und Gestalt nach
verinderlich sind.
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Und zwar mag die augenblickliche Lage und Gestalt dieser Mem-
branen abhéngig sein von irgend welchen Parametern «, 8, 7, 4, . . ;
so dass also die Coordinaten &, %, { irgend eines Membran-Elementes
do und ebenso auch die Richtungs-Cosinus der auf do errichteten Nor-
male N bestimmte Functionen von «, B, 7, J, ... sind; was angedeutet
werden mag durch die Formeln:

E=%Et(e, B .-.), cos(N,x)=<p(a,ﬁ,...),
(1') =19 B, .. ')) cos (N: y) = "’(“} B, .. '):
E=¢( B .., cos(N, 2) =z (e, B, ...)

Dabei soll unter N stets diejenige Normale des Elements do ver-
standen werden, welche der Fliissigkeit abgewendet ist. Auch soll an-
genommen werden, dass die Axen z, y, z des zu Grunde gelegten
Coordinatensystems absolut fest liegen.

Wir wollen den von der Fliissigkeit occnplrten und von den Mem-
branen ¢, o,, 0,, 0;, ... begrenzten Raum mit R bezeichnen, und den
Zuwachs dR zu berechnen versuchen, welchen dieser Raum R erfahren
wird, falls man jene Parameter «, 8, p, d, ... um beliebige unendlich
kleine Grissen de, df, dy, dd, ... anwachsen lisst.

Bei einem solchen Anwachsen der Parameter erleidet das Element
do eine kleine Verschiebung, indem seine Coordinaten §, %, { an-
wachsen um

dt =28 au 4 2 Eap+ -
(2.) d')]=a—a‘da+‘a’ﬂdﬂ+"
dg=g§da+§%d5+-.

Demgeméss wird die Grenze des Raumes R in der Richtung der auf
do errichteten Normale N um eine Strecke dN vorriicken, welche die
Lénge hat:

3. dN = d§ cos (N, z) + d7 cos (N, y) + df cos (N, 2),
woraus durch Substitution der Werthe (2.) sich ergiebt:
(4.) dN = Ade 4 Bdp 4 dy + Add + - - -- *
Dabei repriisentiren alsdann A B, T, 4, folgende Ausdriicke:
A—-«— cos (N, x)+ cos(«N y)-{—a cos (N, 2),
®)
B—— : cos(N x)—l— cos(N,y)+aﬂ cos (N, 2),

etc. etc. ete.
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also Ausdriicke, die fiir ein gegebenes Membran-Element do, ebenso
wie § 9, & cos (N, z), cos (N,-y), cos (N, 2), [vgl. (1.)], bestimmte Func-
tionen von «, B, 7, 0, ... sind; was angedeutet werden mag durch die

Formeln:
®) . A=A(e B, ....),
) B=B(g B ....),
ete. ete.

Das zu berechnende dR ist offenbar ein schaalenformiger Raum,
und dN die Dicke dieses schaalenformigen Raumes an der Stelle des

Elementes do. Demgemiiss hat d® den Werth d® = S dNda, d. i.
den Werth:

(7.) dR = [[, dNdo,

wo das doppelte Integralzeichen ein Flichenintegral andeutet, und wo
insbesondere der beigefiigte Index R bemerklich machen soll, dass
dieses Flachenintegral sich auszudehnen hat iiber alle Oberflichen-
elemente do des Raumes R (d. i. iiber alle Membranen 6, 6,, o,
s, ...). Aus (7.) folgt schliesslich durch Substitution des Werthes (4.):

dR = [, (Ada + Bdp + Fdy + - - ) do,

oder was dasselbe ist:

®) dR=([[,Ado)de+([[,Bdo)ap+ (ff,Tdo)dy+ -

Genaueres fiber die Einfihrung der Parameter «, 8, , 0, ... —
Wir setzen gegenwirtig fest, die Beweglichkeit der Membranen o,, o,,
6,, Oy, ... solle keine ganz beliebige, sondern von solcher Art sein,
dass der von ihnen begrenzte Raum R seinem Volumen nach constant
bleibt, sodass also jene Membranen niemals aufhoren, die vollstindige
Begrenzung der gegebenen incompressiblen Fliissigkeit auszumachen.
Und demgemdiiss migen die Parameter a, B, p, 0, ... in solcher Weise
eingefiihrt gedacht werden, dass das Volumen R bei belicbigen Aenderungen
der a, B, y, 0, ... stets denselben Werth bewahrt. Dann ist also das
dR fir beliebige Werthe von de, df, dy, dd, ... stets = 0, woraus
mit Ricksicht auf (8.) die Formeln sich ergeben:

©) S Ads =0,
ffm Bde =0,

ete. ete.,
und zwar als allgemein giiltig fir beliebige Werthe der o, 8, », 6, .
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Beispiele. — Ist die Fliissigkeit umschlossen von einer festaufgestellten
Kugelschaale, und ist inperhalb der Fliissigkeit irgend ein starrer K8rper
nach Belicben beweglich, so sind im Ganzen sechs Parameter «, f§, 7, 9,
&, ¢t vorhanden. Denn als solche werden einzufihren sein diejenigen
sechs Variablen, durch aelche die augenblickliche Lage jenes starren
Kdrpers sich bestimmt.

Ist ferner, um ein anderes Beispiel anzufiilhren, die Fliissigkeit be-
grenzt von zwei um einen festen Mittelpunct beschriebenen Ellipsoid-
flichen ¢, und v,, deren Axenrichtungen ebenfalls fest, deren Axenlingen
2a,, 2b,, 2¢, und 2a,, 2b,, 2¢, aber variabel sind, so darf, nach der
von uns getroffenen Festsetzung, diese Variabilitit keine ganz beliebige
sein. Denn das Volumen

4zxa,b,c, 4zma b, c
8 8
des von den beiden Flichen begrenzten Raumes ® soll constant bleiben;
und es muss also die Relation erfiillt sein:

ayby¢o — abic, = K,
wo K eine gegebene Constante vorstellt. Demgem#ss werden in diesem

Fall nicht sechs, sondern nur fiinf Parameter e, §, y, 8, ¢ einzufiihren
-sein, etwa mittelst der Formeln:

a4, = ¢, a =9,
b, = B, b =g,

afy - K
co=7l, (fl=T—.

Diese fiinf Parameter «, §, y, 8, ¢ konnen alsdann belicbige Werthe
annehmen, wenigstens innerhalb cines gewissen Spielraumes. Denn
selbstverstiindlich muss dafiir gesorgt sein, dass bei irgend welchen
Aenderungen von «, f, y, &, & die eine Fliche stets inncrhald der
andern bleibt.

Das zn behandelnde Problem. — Auf die Fliissigkeit mégen von
Aussen her irgend welche Krifte einwirken, deren Potential ~
(10.) V=V(,uy,2)
eine gegebene stetige Function der Coordinaten ist. Dies vorausgesetzt,
stellen wir uns folgende Aufgabe:
. Die Parameter a, B, y, 0, ... seien gegeben als bestimmie Func-
tionen der Zeit:
(1) e=a(t), f=H(), r=12r(), d=20() etc. etc.,
sodass also die die Flissigheit begrenzenden Membranen in bestimmt
vorgeschriebener Beweguny sich befinden. Alsdann sind offenbar
(12.) die Lage und Gestalt des Raumes R,

und ebenso die irgend eincm Membran-Element do sugehorigen Grossen
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‘E, 1, & cos (N, 2), cos (N, y), cos (N, 2), [vgl. (1.)]
A, BT, A4, ... [vgl. (6.)]
bekannte Functionen der Zeit.

Ferner sci gegeben der Anf’angszusfand der Flissigkeit, ctwa ihr
Zustand zur Zeit t,

Hierdurch wird alsdann dic Bewegung der Fliissigkeit vollig bestimmi
sein. Diese Bewegung soll nun ndher untersucht werden; und insbesondere
sollen auch untersucht werden diejenigen
(14.) Druckkrifte p,

welche i irgend einem Augenblick t dicser Bewegung von der Fliissigheit
auf die ihr anlicyenden Membranen ausyeiibt werden.

(13)

In letzterer Beziehung bieten sich verschiedene Fragen dar. Re-
priisentirt z. B. o; irgend eine speciclle unter den Flichen o6, o,, o,,
6y, ..., etwa die Oberfliche eines in die Fliissigkeit eingetauchten
starren Korpers, so kann man nach der tramslatorischen Kraft fragen,
mit welcher die zur Zeit ¢ auf diesen Korper einwirkenden Druckkriifte
p denselben nach einer gegebenen Richtung hin fortzuziehen bestrebt
sind, oder auch nach dem Drechungsmoment, mit welchem sie den Korper
um eine gegebene Axe zu drehen bestrebt sind.

Diese und #hnliche Fragen kann man unter einen allgemeinern
Gesichtspunct bringen, indem man nach derjenigen Arbeit fragt, welche
jene auf die Membran o; einwirkenden Kriifte p bei irgend einer vir-
tuellen Verriickung dieser Membran leisten wiirden. Und hierbei kann
diese Verriickung ganz beliebig gedacht werden, z. B. verbunden mit
irgend welcher.Gestaltsverﬁnderu;ng der Membran.

Endlich kann man die Frage noch weiter verallgemeinern, indem
man simmtliche Membranen ¢,, 6,, 6,, ... gleichzeitig irgend welchen
virtuellen Verriickungen unterwirft, und nach derjenigen Arbeit fragt,
welche bei diesen Verriickungen von jenen Druckkriften p geleistet
wird. Diese letztgenannte Arbeit hat offenbar den Werth:

(15.a) 6L=ffmp (98 cos (N, x) + 89 cos (N, y) + d¢ cos (N, 2)) do,

wo 0§ 07, 0§ die virtuelle Verriickung des Elementes do (§, %, ) vor-
stellen, und wo die Integration ausgedehnt zu denken ist iiber simmt-
liche Oberflichenelemente do des Raumes R. Dabei bezeichnet N
(ebenso wie frither) die der Fliissigkeit abgewendete Normale des Ele-
mentes do, also zugleich die Richtung der auf d¢ einwirkenden Druck-
kraft p.
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Nimmt man insbesondere fiir 0§, 07, 0¢ diejenigen virtuellen Ver-
riickungen, welche sich ergeben, sobald man die Parameter «, 8, .
um irgend welche Grissen de, 08, .... anwachsen liisst, setzt man also:

2 0
O — Fedat gadp+ -,
0 0
On=gadat g5 df+--,
0 0
88— 5% da+ g5 0B+,
so ergiebt sich aus (15.a) fiir 0L der Ausdruck:
(15.b) 8L= [[,p(Ade+Bog+ oy + ----)do,  [vgl (5)]
also ein Ausdruck von der Form:

(15. c) 0L = L6+ L,08 + Loy + ----

Ein specieller Fall der virtuellen Arbeit 8 L ist die wirkliche Arbeit
d L, welche analog mit (15. a, b, ¢) ausgedriickt werden kann entweder
durch:

(16. a) dL = ffmp (d§ cosA(N, )+ dq cos (N, y) + d§ cos (N, z)) do,

oder durch:

(16.b) dL = [f,» (Ade + Bdp + Tdy +--- ) do,
oder durch:
" (16.¢) dL = L da + L,dB + Lydy + - - - -

Dabei haben alsdann die L,, L, Ls, .... in (16. c), ebenso wie in

(15. ¢) die Werthe:
L, = [[, pAdo,

(17) L,= [f, pBds,
L= [f, »pldo,
etc. ete.,

und A, B, I, ... die in (5.) angege‘benen Bedeutungen.

Sowohl dL wie 0L bezichen sich auf diejenigen Druckkrifte p,
welche stattfinden in irgend einem Augenblick ¢ der wirklichen Bewegung.
Wihrend aber dL die Arbeit reprisentirt, welche diese Kriifte leisten
bei der wirklichen Bewegung, néamlich beim Uebergang der Membranen
aus der Position (e, B, ...) in die Position (« + de, B+ dB, .. ,);
reprasentirt andrerseits das 0 L diejenige Arbeit, welche die genannten
Krifte leisten wiirden bei einer gewissen virtuellen Bewegung, nimlich
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beim Uebergang der Membranen aus der Position (a, 8, ...) in die
Position (« + da, g+ 08, ...).

Unsere Hauptaufgabe wird nun bestehen in der niheren Bestimmung
von 0L und dlL, oder (was dasselbe ist), i der Berechnung der in den
Formeln (15. ¢) und (16. c) cnthaltenen Coefficienten L,, Ly, L, .. .

& 3.
Zwei Methoden zur Ldsung der sgestellten Aufgabe.

Um jene durch die Formeln

(18) L, = f:fmpAdd,
L, = [[,pBdo,
ete. ete.

definirten Coefficienten L,, L,, ... wirklich zu berechnen, bietet sich
eine Methode ganz direct dar, wihrend eine zweite Methode mehr ab-
seits liegt, und erst spiter zu Tage treten wird.

Die erste oder directe Methode besteht darin, dass man zuvorderst
die unter den gegebenen Umstiinden eintretende Bewegung der Fliissig-
keit, also z. B. auch den in ihrem Innern und an ihrer Oberfliche
stattfindenden Druck p berechnet. Substituirt man sodann diesen
Werth von p in die Formeln (18.), so erhilt man sofort die gesuchten
Grossen L,, L,, ...

Denn’ die iibrigen in jenen Formeln enthaltenen Grossen A, B, .. .,
sowie auch der Integrationsraum R sind von Hause aus bekannt, und
zwar bekannt fiir jedweden Zeitaugenblick. |Vgl. (12.), (13.)]

Ueber die zweite, erst spiiter zu eruirende Methode. — Bezeichnet
m die Masse irgend eines Fliissigkeitstheilchens, so soll unter dem auf
die Flussigkeit ausgeiibten Gesammipotential W die Summe simmt-
licher m verstanden werden, jedes multiplicirt mit dem auf dasselbe
ausgeiibten Potential V:

(19. a) W= 2gmV.
Andrerseits besitzt die lebendige Kraft T der Fliissigkeit den Werth:
(19. b) T=14 Zym (v + o* + w?),

wo u, v, w die Geschwindigkeitscomponenten des Theilchens m vorstellen.
Der Index R in diesen Formeln (19.a,b) deutet an, dass die Sum-
mation auszudehnen ist iiber alle Theilchen m des Raumes R, d. i.
iiber alle Theilchen der gegebenen Fliissigkeit.
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Bezeichnet man die gegebene comstante Dichtigkeit der incompres-
siblen Flissigkeit mit ¢, so kann man m — edzdydz setzen, mithin
die Formeln (19.a,b) auch so schreiben:

(20. a) W=p fffm Vdxdydz,

(20. b) T= % [[[, @@+ o + w*) dzdydz,

die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente dzdyde
des Raumes R.

Jene zweite Methode besteht nun darin, dass man die Werthe von
W und T fir die in Rede stehende Bewegung wirklich berechmet. Aus
diesen W und T lassen sich alsdann die gesuchten Werthe der L,,
L,, ... sofort ableiten mittelst einfacher Operationen.

Es finden ndmlich, wie weiterhin gezeigt werden soll, zwischen
den L,, L, ... und zwischen W, T gewisse Relationen statt, welche
die Berechnung der L,, L,, ... ermoglichen, sobald die Werthe der W,
T bekannt sind. Diese Relationen stehen in naher Beziehung zu den
Hamilton’schen Princip, und mogen demgemiss bezeichnet werden als
die dem Hamilton'schen Princip entsprechenden Formeln. — Zuvorderst
aber miissen wir Genaueres angeben iiber die eigentlichen Grundlagen
unserer Untersuchung.

§ 4.
Die Priimissen der anszustellenden Untersuchung.
Erste Voraussetzung. — Die Bewegung der Fliissigkeit finde statt
ohne irgend welche (innere oder #ussere) Reibung, und unterliege den
bekannten Differentialgleichungen:

a*z 0 P \
(A)) mm;=——m%(l’+;,
ete. ete.
d. i. den Gleichungen:
du tj P
(B.) mm-n—ma—x(V—}— ;),
etc. ete.

Hier bezeichnet m die Masse irgend eines Fliissigkeitstheilchens mit den
Coordinaten z, y, ¢ und den Geschwindigkeits-Componenten «, v, w;
ferner p den an der Stelle z, y, z zur Zeit ¢ vorhandenen hydrosta-
tischen Druck; ferner ¢ die constante Ikichtigkeit der Fliissigkeit; end-
lich V= V (z, y, #) das gegebene Potential der von Aussen her ein-
wirkenden Kriifte.
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Betrachtet man die #, v, w nicht als die Geschwindigkeits-Com-
ponenten " eines bestimmten Theilchens m, sondern vielmehr als Fune-
tionen des Raumpunlts z, y, ¢ und der Zeit ¢, so nehmen die Glei-
chungen (B.) folgende Gestalten an:

ou ou ou L Ou 0 (1, P
gt trg Tty =—(V+ ;)
ov o» _ov dv 0 p
(C.) e ey T, teg ——__33/(' +)
ow ow Lcw ow 0 ?
_57 +u P +1, ;'}_y._'_u,_a_z_ --—..__a‘E (V+.E.).

Differenzirt man nun die sweife der Gleichungen (C.) nach ¢z, dle
dritte nach y, und subtrahirt man sodann die beiden Gleichungen von
einander, so gelangt man mit Riicksicht auf die bekannte Incompres-
sibilitatsbedingung: '

ouw , dv , Ow
(D) e taytm= 0,
und unter Einfilhrung der Bezeichnungen:
= 0v_ 0w
== %: by’
ow Ou
du Odv
Z= ¢y o’

zu der Formel:
—0u

0= 0= 0= 0= ou Oou
atrmtrgtrvn—SntHyg+2m

oder (was dasselbe ist) zu der ersten Formel des folgenden Systems:

=z - Ou ou ou
== TRy 25
dH - 0v or or
) dt==7z tHy +27
dZ - 0w cw cw
W= = THey 250

dessen beide anderen Formeln sich in analoger Weise ableiten lassen.
In diesen Gleichungen (F.) sind alsdann d=, dH, dZ diejenigen Zu-
wiichse, welche die einem bestimmten Fliissigkeitstheilchen m zugehd-
rigen Grossen =, H, Z wilhrend des Zeitelements dt erfahren.

Sind die einem Theilchen m zugehiorigen Grossen =, H, Z zu irgend
ciner Zeit gleich Null, so werden sie, wic aus (F.) hervorgeht, fiir dieses
Theilchen fortdauernd Null bleiben.
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Man kann mit Helmholtz die Grossen =, H, Z die Wirbelcompo-
nenten des betreffenden Theilchens m nennen, und demgemiiss ein solches
Theilchen als wirbelfrei bezeichnen, sobald seine Componenten =, H, Z
Null sind. Solches festgesetzt, konnen wir alsdann den soeben aus-
gesprochenen Satz auch so ausdriicken, resp. verallgemeinern:

Sind in einem gegebenen Zeitaugenblick simmtliche Theilchen der
Fliissigkeit wirbelfrei, so wird Gleiches von ihnen auch gelten in jedem
spiiteren Zeitaugenblick.

Oder einfacher ausgedriickt: Ist in einem gegebenen Augenblick die
betrachtete Fliissigheit wirbelfrei, so wird Gleiches von ihr auch gelten
in jedem spiitern Zeitaugenblick.*)

Zweite Vorausestzung. — Wir nehmen nun an, ‘die gegebene
Fliissigkeit sei wirbelfrei zur Zeit ¢, ihres Anfangszustandes, sie geniige
also zur Zeit ¢, an allen Stellen den Bedingungen = = 0, H=0, Z=0,

d. i. den Formeln:
. ov ow

0z 9y =0,
w ou
R T
ou dov
Py~ oz~ 0.

Gleiches findet alsdann (zufolge des letzten Satzes) auch statt zu
jeder spitern Zeit t; sodass also w, v, w in jedwedem Zeitaugenblick ¢
der zu betrachtenden Bewcyung die Form besitzen:

(1.) u=g—:, v=%§, w==%t-,
wo ® = & (z, y, 2, t) eine noch unbekannte Fuuction bezeichnet.
Mittelst dieser Formeln (1.) reduciren sich aber die dre: Differential-
gleichungen (C.) auf eine einzige, nimlich auf folgende:
a0 o0d\? 0d\? 0d\2
@ 2@+ )+ G+ v+ 2 =Ho,
wo H(t) eine unbekannte Function der Zeit vorstellt, ndmlich eine
Grosse, die unabhingig von z, y, # ist.

Dritte Voraussetzung. — Die Bewegung der Fliissigkeit sei von

solcher Art, dass

*) Dieser wichtige Satz ist bekanntlich schon von Lagrange ausgesprochen.
worden. Der hier gegebene elegante und einfache Beweis ist meines Wissens
zuerst von Helmhollz gegeben worden in seinem Aufsatz: Ueber die Integrale der
hydrodynamischen Gleichungen, welche den W 1rbelbeweyungen entsprechen. (Crelle's
Journal, Bd. 556, S. 25).
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3.) u, v, w, p stctige Funktionen von z, y, 2, ¢

sind. Hieraus folgt nach (1.), dass ‘
00 b 00
(4') ox’ _3?/" 0z
ebenfalls stetige Functionen von z, y, 2, ¢ sein werden.
Substituirt man, beiliufig bemerkt, die Werthe (1.) in die bekannte
Incompressibilitits-Bedingung

ou , 0v |, 0w
7z + oy + 9z 0,
so ergiebt sich, dass ® der Diﬂ'érentialgleich.ung
00 |, 0'¢ | 0'0 .

entsprechen muss.

Vierte Voraussetzung. — Es soll angenommen werden, dass die
zu Anfang mit den Membranen o,, o,, 6,, 6;, . ... in Berithrung be-
griffenen Fliissigkeitstheilchen, fortdauernd mit denselben in Beriihrung
bleiben; sodass also die Bewegung eines solchen Fliissigkeitstheilchen
nur in einem Fortgleiten lings der betreftenden Membran besteht.*)

Um niher hierauf einzugehen, betrachten ‘wir die Membran o;,
und zugleich die lings derselben fortgleitenden Fliissigkeitstheilchen.
Die Membran o; ist in irgend welcher Bewegung, resp. Formverinderung
begriffen. Sie mag zur Zeit ¢ durch die Gleichung dargestellt sein

(a') f&95H)=0,
folglich zur Zeit ¢ 4 dt durch die Gleichung:
(p') . f(g’ 9) 6! t+dt)=0’

wo [, Y, 3 die Coordinaten vorstellen sollen. Reprasentirt also u irgend
ein Moleciil dieser Membran o;, und bezeichnet man die Coordinaten
von g zu den Zeiten ¢ und ¢+ d¢ respective mit

& n, ¢

E+dE, n+dy, £+ dE,
so werden die erstern der Gleichung (.), die letztern der Gleichung (B.)
Genilge leisten; sodass man erhilt:
f& m, & =0,
f(E+ dé, n+dn, §+dE, t 4 dt)=0,

*) Man vgl. dbrigens die Bemerkung von Kirchhoff in seinen Vorl. iiber Math.
Physik. 1876. Seite 108. .

und
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und hieraus durch Subtraction:

@) ppdE+gtdn+ jhde+5lat—0, wo f=/(tn & 0).

Nun bleiben die zu Anfang mit der Membran o; in Beriihrung
begriffenen Fliissigkeitstheilchen m, nach unserer Voraussetzung, fort-
dauernd mit derselben in Berithrung. Betrachten wir insbesondere
dasjenige dieser Theilchen m, welches die Membran o; zur Zeit ¢ an
der Stelle p, d. i. im Punkte

&, €

berithrt, und bezeichnen wir den noch unbekannten Punct, in welchem
dasselbe die Membran 6; zur Zeit ¢ 4 dt berithren wird, mit

§E+dz, n+dy, £+ de,

so werden diese Berithrungspuncte resp. den Gleichungen (a.) und (8.)
Gentige leisten. Somit folgt:

f(g; 7, & t)=07

fE+dz, n+dy, {+de, t +dt)=0,
und hieraus durch Subtraction:
@) ghdw+ glay+ SLas+ Lat—0, wo r=rm 6 0
Aus (y.), (0.) folgt jetzt aber sofort:

0 0 0

) 3k @z—dy+ @y —an) + 3L @ —ap =0,
oder was dasselbe ist:
(&) (dxr—dE)cos(N,z) 4 (dy—dn)cos(N,y) 4 (dz—df) cos (N, e)=0
oder falls man durch d¢ dividirt, und die Geschwindigkeitscomponenten

:f, Z"{ , :i des Fliissigkeitstheilchens m mit %, v, w bezeichnet

d | d
() (v — %) cos (N,2) + (v — 37) cos (N,9) + (10— 55) eos (N, 2) =0,
oder, falls man fir «, v, w die Werthe (1.) p. 15 substituirt:
a¢ d
%) IN= cos (N, ) + dt Tcos (N, y) -|- S £ cos (N, 2).

Dabei reprisentirt (wie frither) das N die auf der betrachtet‘en Membran
errichtete, der Fliissigkeit abgewendete Normale.

Die Coordmaten &, n, { des Membrantheilchens p sind abhingig
von den Parametern «, 8, p, 0, ...., und diese Parameter ilirerseits
sind gegebenen Functionen der Zeit (vgl. p. 9). Somit. folgt:

Neumann, Hydrodynamische Unlersuchungen. ]
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ag 0t da + 0t d p

dt dwdt 'V 9B ac T
dn__dynde on dp
TG =daat tTagar T
ag 0t da

atdp
dat 8adt+3pdt+ o

Demgemiiss nimmt die Formel (-9) dxe Gestalt an:
(t) A +BE a4
wo A, B, T, A, ... die mehrfach erwiihnten Ausdriicke (5.) p. 7 vorstellen.
Fiir einen gegebenen Zeitaugenblick ¢ sind die Lage und Gestalt
des Raumes R vollstindig bekannt, oder (um ein anderes Wort zu
brauchen) in bestimmter Weise vorgeschricben. Gleiches aber gilt in
dem gegebenen Zeitaugenblick auch von denjenigen Werthen, welche
die rechte Seite der Formel (9.) oder (¢.) fiir die einzelnen Oberflichen-
elemente do dieses Raumes R besitzt. [Vergl. die Bemerkungen bei
(12), (13)) p. 9]. So ergiebt sich der Satz:
In einem gegebemen Zeitaugenblick t sind dic Lage und Gestalt des
Raumes R in bestimmter Weise vorgeschriebem. Und die noch
unbekannte Function ® = & (x, y, 2z, t) muss von solcher Beschaffen-

heit sein, dass ihr Differentialguotiont 0y in jenom Augemblick an der

Oberfliche des Raumes R bestimmte vorgeschriebene Werthe besitst.
Diese vorgeschriebenen Werthe lassen sich analytisch ausdriicken nach
Belicben entweder durch:

oo d
(6.) N g ; cos (N, ) + ﬁ cos (N, y) + ﬁ cos (N, 2),
oder durch:
dé
(6. a) aN_Adt+B +l' it +

Im Allgemeinen wird der letzteren Formel, als der einfacheren, der Vor-
zug zu geben sein.

Bemerkung. — Multiplicirt man die Formel (6.a) mit de, und inte-
grirt sodann iiber alle Elemente do der Flichen oy O1; Oy, Oy, -
so erhilt man:

ff —da_.(ff;Ada) +(ff Bda)""

also mit Riicksicht auf (9.) p. 8:
(1) S R ds=o0.
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§ 5.
Die Grundformeln der Theorie.

Um nun unter den gegebenen Umstinden die Bewegung der
Flussigkeit zu ermitteln, haben air ®, u, v, w, p als Functionen von
x, ¥, 2, t zu bestimmen. Und zu diesem Behuf haben wir im Ganzen
sechs Formeln in Handen, niimlich die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.), () .
und (6.) resp. (6.a). Um diese sechs Formeln in eine mehr geeignete
Reihenfolge zu versetzen, beginnen wir mit den auf ¢ Doeziiglichen
Formeln (4.), (5.) und (6. a):

(1. a) 3—:, %g, Z—j sollen im Raume R stetig sein.

(I.Lb)  A® soll im Raume R #iberall = O sein,

20
oN

vorgeschricbenen Werthe haben : %:% =A % + B %f +----

(I.c¢)  der Differentialquotient soll an der Oberfliche von R die

Sodann lassen wir folgen die u, v, w betreffenden. Formeln (1.):

oo o® o®
(L) =22 v =22 w=22

Endlich fiigen wir hinzu die zur Berechnung von p dienenden Be-
dingungen (2.), (3.):

e G G+ G+ @]+ r -0,

(III. b)  p soll eine stetige Function von z, y, 2, ¢ sein.

Dabei bezeichnet H (f) eine vollig unbekannte Function der Zeit,
wihrend ¢ die gegebene constante Dichtigkeit der Fliissigkeit vorstellt.

Hiermit sind alle Formeln erschopft, die sich aus unsern Pri-
missen zur Bestimmung der Functionen &, u, v, w, p eruiren lassen.
Und es fragt sich also zunichst, ob diese Formeln zur Bestimmung
jener vier Functionen ®, u, v, w, p wirklich ausreichend sind, — eine
Frage, welche namentlich fiir ® nicht ganz leicht zu beantworten ist.

Nehmen wir vorliufig an, ® sei bereits bestimmt. Alsdann er-
geben sich mittelst (II.) und (IIL a) die zugehorigen Werthe von u,
v, w, p. Das in solcher Weise berechnete p wird aber behaftet sein
mit dem unbekannten additiven Gliede ¢ H(2).

Wir sehen somit, dass wir den Druck p nicmals vollstindig zu be-
stimmen im Stande sind, sondern nur bis auf ein additives Glied, welches
eine unbekannte Function der Zeit bleibt.

2.
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Diese Unvollkommenheit hat ihren Grund in der Natur der gestellten
Aufgabe, wie sich leicht an einem speciellen Fall zeigen ldsst.

Wir nehmen an, das Potential V¥ sei = 0, und die Fliissigkeit be-
finde sich withrend des Anfangszustandes in Rubhe, eingeschlossen in eine
elastische, vollig gleichmiissig gearbeitete kugelformige Membran (die
etwa aus Gummi oder Kautschuck bestehen kann). In diesem Anfangs-
zustande wird alsdann der Druck p im Innern der Flidssigkeit constant,
etwa = A sein.

Denken wir uns nun dieses System ringsum von Luft umgeben, und
diese Luft durch irgend welche Vorrichtungen mehr und mehr ver-
dichtet, 8o wird hierbei die Oberfliche der Flissigkeitskugel (weil die
Flissigkeit incompressibel ist) vdllig ungeindert bleiben, trotzdem aber
der Druck p im Innern der Kugel, welcher zu Anfang = 4 war, mehr
und mehr wachsen, also eine Function der Zeit sein.

Und diese Function der Zeit kann offenbar nur dann bestimmt werden,
wenn die von Aussen her (durch den Druck der Luft) auf die Membran
ausgeilibten Kritfte bekannt sind, und ebenso auch die elastischen Krifte,
mit denen die einzelnen Moleciile der Membran auf einander einwirken.

Analoges wie in diesem Beispiel wird in jedem andern Fall zu be-
merken sein. Wollte man also bei der vorgelegten allgemeinen Aufgabe
jene unbekannte Function der Zeit, welche im Werthe von p als addstives
Glied sich einstellt, wirklich zu bestimmen versuchen, so miisste man vorher
bekannt sein nicht allein mit dem Ruhe- resp. Bewegungszustande
der Membranen, sondern +iberdiess auch mit simmtlichen dussern und
innern Krdiften, unter deren Einwirkung jener Ruhe- resp. Bewegungs-
zustand stattfindet. — Eine solche Bekanntschaft aber haben wir niché
vorausgesetzt.

§ 6.

Allgemeine Betrachtungen iiber eine .Function von x, y, z, deren
erste Ableitungen nach x, y, z innerhalb eines gegebenen
Raumes iiberall stetig sind.

Hinsichtlich des sogenannten Geschwindigkeitspotentiales ¢ =
2© 9% 29
ox’ 0y’ Oz
im Raume R idiberall stetig sind. Indem wir nun die hieraus fir ¢
selber entspringenden Consequenzen niher untersuchen wollen, sind
mehrere Fille zu unterscheiden, je machdem der Raum R cinfach zu-
sammenhingend ist, oder sweifach zusammenhingend, oder endlich von
ganz beliebiger Beschaffenheit.

Einfach zusammenhiingender Raum. — Man nennt bekanntlich einen
Raum R cinfach zusammenhingend, wenn jedwede innerhalb R con-
struirte geschlossene Curve durch eine allmihlig fortgehende Defor-
mation und ohne dabei die Grenze von R zu iiberschreiten, in einen
unendlich kleinen Kreis resp. in einen Punkt verwandelt werden kann.,

® (z, 9, #, t) ist bekannt [vgl. (I. a)], dass seine Ableitungen
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Demgemiiss ist z B. der Innenraum einer Kugelfliche oder Ellipsoid-
fliche ein emfach zusammenhingender. Denkt man sich ferner einen
Raum R, der begrenzt ist von einer @usseren Fliche 6, und beliebig
vielen. inneren Flichen 6,, 6;, 6;, ... und setzt man voraus, dass all’
diese Flichen Kugelflichen oder Ellipsoidfliichen sind, so wird der so
definirte Raum R wiederum ein einfach zusammenhingender sein.

Ist nun ein solcher einfach zusammenhingender Raum R gegeben,

. . . oo oo o®
sind ferner innerhalb dieses Raumes u = iz V=g W= 35 8

geben als stetige Functionen von z, y, #, und ist endlich noch derjenige
Werth &, gegeben, welchen ® selber in irgend einem Puncte z,, y,, 2,
des Raumes R besitzt, so bestimmt sich der Werth von & fiir irgend
welchen andern Punct z, y, 2 des Raumes R mittelst der Formel:

od oo Xo)
(1) o=+ [ (2az+ 20y + 72 as),

die Integration hinerstreckt lings irgend welcher im Raume R von z,,
Yoy 2o nach z, y, 2z laufenden Curve A.

Dieser Formel zufolge scheint der Werth & im Puncte z, y, 2
mit abhiéngig zu sein von dem Integrationswege A; sodass man also
mdglicherweise, bei Anwendung eines andern solchen Weges B, im
Puncte x, y, z an Stelle von ® einen andern Werth @ erhalten wiirde:

, oo o oo
2) P =0, +1/H(3i~ dz + 2y dy + a7dz)-
Um dies nither zu untersuchen, subtrahiren wir die beiden Formeln
(1), (2.), und erhalten alsdann:

, 20 20 20
(3) ®—o =/, (—H do+ 35 dy + 7;az;,v),
oder was dasselbe ist:
4.) ¢ — & = [, (udz + vdy + wds),

die Integration hinerstreckt iiber die aus 4 und B zusammengesetzte
geschlossene Curve C, und zwar in der Richtung von A.

Die Linien 4, B, C liegen vollig innerhalb des Raumes R, und
dieser ist nach unserer Voraussetzung ein einfach susammenhingender.
‘olglich kann die geschlossene Curve C, durch stetige Deformationen
und ohne dabei die Grenze des Raumes R irgendwo zu iiberschreiten, in
einen unendlich kleinen Kreis respective in einen Punct verwandelt
werden. Die aufeinanderfolgenden Gestalten, welche jene Curve bei
diesen stetigen Deformationen der Reihe nach annimmt, bilden also
zusammengenommen ein innerhalb R liegendes Flichenstiick f, welches
die urspriingliche Curve C zur Randcurve hat. Nach einem bekannten
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Satz*) kann alsdann aber das Curven-Integral (4.) umgewandelt werden
in folgendes iiber die Fliiche f sich ausdehnendes Integral:

6 S (G- +8G - +r (B2 -5 ar

Dabei bezeichnet df irgend ein Element der Fliche £, und gleichzeitig

sind e, B, y die Richtungscosinus der auf df errichteten Normale. Da
0o oo ... ow 0v

7y U= mithin z. B. y T 9 0 ist, so wird
das Integral (5.) offenbar = O sein. Und Gleiches gilt daher auch
vom Integral (4.), d. i. von ® — &". Somit folgt:

(6. o=0.

Hiemit aber ist nachgewiesen, dass der Werth von ® im Puncte
z, y, 2 von dem angewandten Integrationswege A resp. B villig un-
abhingig ist, also nachgewiesen, dass die Function ® im Puncte z, y, £
nur einen Werth haben kann.

Denkt man sich diesen einen Werth ® nun z. B. dargestellt durch
die Formel (1.), und lésst man in dieser Formel den Endpunct z, y, £
des Integrationsweges 4 in stetiger Weise fortschreiten, so wird hiebei
der Werth des Integrales, mithin auch der Werth von ¢ sich Schritt
far Schritt in stefiger Weise iéndern. Demgemiss gelangen wir zu
folgendem Satze:

Sind innerhaldb eines einfach susammenhingenden Raumes R die

Werthe von %d’, 2‘;, 2: gegeben als stetige Functionen von z, y, 2, so

wird O selber sich festsetzen lassen als eine Function, die innerhald R
tiberall eindentig und stetig dst.

Und zwar bedarf es, um diese Function zu einer villig bestimmien
zu machen, nur noch der Angabe des Werthes, den & in irgend cinem
speciellen Punct x,, y,, 2, des Raumes R besitzen soll.

Zweifach zusammenhiingender Raum. — Kann ein gegebener Raum
R mittelst eines Querschnittes g (d. i. mittelst einer durch das Innere
von R gelegten Fliche ¢, deren Randcurve in der Oberfliche von R
liegt) in einen einfach zusammenhingenden Raum verwandelt werden,
80 heisst jener urspriinglich gegebene Raum R ein eweifach zusammen-
héngender.

Denkt man sich z. B. eine ringformige Rotationsfliche von kreis-
formiger oder elliptischer oder vielleicht auch quadratischer Meridian-
curve, so wird der Innenraum dieser Fliche ein zweifach zusammen-
hingender sein. Denn filhrt man durch diesen Raum etwa in der

==a£ V=
nun % = =, v =

*) Vgl. z. B. Neumann: Theorie der clektrischen Krifte. Teubner, 1873, p. 88.
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Ebene einer solchen Meridiancurve einen Querschnitt g, so verwandelt
sich derselbe hierdurch in einen einfach zusammenhingenden Raum.

Denkt man sich ferner einen Raum R begrenzt von zwei inein-
ander liegenden Flichen ¢, und ¢, , und nimmt man an, die #ussere Fliche
6, sei eine Kugelfliche, die innere Fliche o, hingegen sei eine ring-
formige Rotationsfliche, so wird jener Raum R wiederum ein zweifach
zusammenhéngender sein. Denn construirt man innerhalb %R einen
Querschnitt ¢, der einen Parallelkreis der Fliche o, zur Randcurve hat,
so verwandelt sich hierdurch der Raum R in einen einfach zusammen-
hingenden Raum.

Sind nun innerhalb irgend eines zweifach zusammenhingenden

Raumes R die Werthe von %—2, 33_‘; , ?%: gegeben als stetige Functionen

von z, y, 2, und denkt man sich jenen Raum R mittelst eines Quer-
schnittes ¢ in einen einfach zusammenhéngenden Raum & verwandelt,
so wird ® selber (zufolge des vorhergehenden Satzes p. 22) inner-
halb & iberall eindeutig und stetig, méglicherweise aber zu beiden Seiten
der Fliche ¢ mit verschiedenen Werthen behaftet sein. Bezeichnet man
indessen diese Werthe von @ zu beiden Seiten von ¢ mit &, und ®,,
und setzt:
O, — b, =12,

80 wird dieses x an allen Stellen der Fliche ¢ einerlei Werth haben..
Denn die Ableitungen %—:, %‘;, aa—‘: sind im ganzen Raume R (nach

unserer Voraussetzung) stetig, und haben also, was & betrifft, zu beiden

Seiten von ¢ einerlei Werthe; demgemiss ist also @(%;ﬁ =0,

2& =2 o, @2 = %) _ 0; und hieraus folgt, dass (&, — ®,)
selber von z, y, # unahingig, also an allen Stellen der Flache ¢ von
einerles Werth ist. Q. e. d.

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat:

Sind innerhalb eines sweifach zusammenhingenden Raumes R

die Werthe von aa—:, %—3, %:—’ gegeben als stetige Funclionen von z, y, 2,

und verstcht man unter g irgend einen Querschnitt, durch welchen der
Raum R sich in einen einfach zusammenhiingenden Raum verwandeln
wiirde, so lisst sich die Function & in solcher Weise festsetzen, dass ste
im Raume R, bis auf den Querschnitt q, iiberall eindeutig und stetig,
in diesem Querschnitt aber mit einer Differenz

P, — P, =1x
behaftet ist, welche an allen Stellen von q ein und denselben Werth hat.
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Ein beliebig gegebener Raum R, der etwa von einer #usseren
Fliche 6, und irgend welchen inneren Flichen 6,, 6;, 05, . ... begrenat
ist, wird stets durch irgend welche Anzahl von Querschnitten in einen
einfach zusammenhingenden Raum verwandelt werden konnen.

Sind z. B. im Ganzen drei solche Flichen e,, o,, 6, vorhanden,
und hat die #nssere Fliche 6, die Gestalt einer Kugelfliche, wihrend
jede der beiden innern Flichen o,, 6, die Gestalt einer ringformigen
Rotationsfliche besitzt, so wird der Raum R mittelst sweter Quer-
schnitte ¢, und ¢, in einen einfach zusammenhiingenden Raum ver-
wandelt werden konnen; wobei allerdings, was im Genaunern die Lage
jener Querschnitte betrifft, zwei Fiille zu unterscheiden sind, je nachdem
die beiden Ringflichen o, und o, neben cinander licgen, oder aber (wie
zwei Glieder einer Kette) einander umschlingen.

Im ersten Fall konnen die Querschnitte ¢, und ¢, etwa so aus-
gefihrt werden, dass der Rand von g, ein Parallelkreis von ¢,, und
der von ¢, ein Parallelkreis von g, ist.

Im letztern Falle hingegen ist filr ¢, ein Flichenstiick zu nehmen,
dessen dusserer Rand ein Parallelkreis von ,, und dessen innerer Rand
eine Meridiancurve von o, ist, sodann aber fiir ¢, ein Flichenstdck,
bei welchem umgekehrt der dusserc Rand ein Parallelkreis von ¢,, und
der "innere eine Meridiancurve von o, ist.

*  Analog wie vorhin werden wir nun offenbar bei einem belicbig
gegebenem Raume zu folgendem Satz gelangen.

Sind innerhalb irgend eincs Raumes R die Werthe von %g, aa—':, ?g
gegeben als stetige Functionen von z, y, 2, und denkt man sich diejenigen
Querschmtte construirt, durch welchen R in ecinen einfach zusammen-
hingenden Raum iibergeht, so wird sich die Function ® in solcher Weise
festsetzen lassen, dass sie im Raume R, mit Ausnahme jener Querschnitie,
tiberall eindeutig und stetig ist, in jedem solchen Querschnitt q aber
mit einer Differenz &, — &, = x  behaflet ist, welche an allen Stellen
von q einerlei Werth hat.

Auch wird dieser Werth x bei irgend welcher Deformation der
Fliche g ungedndert bleiben, Denn man kann ja eine solche Defor-
mation stets der Art ausfithren, dass man zuerst nur einen Theil der
Fliche ¢ deformirt, und sodann die Deformation des andern Theiles
folgen lisst. Demgemiss ist also hinzuzuftigen,

dass die im Querschnitt q vorhandene Differens x fiir alle Stellen
und alle Deformationen dicses Querschnittes cin und densclben Werth
hat, ~ kurz, dass ‘sic unabhdingig ist von x, y, z.
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Beilinfige Bemerkung. — Man konnte einen Raum R, der durch
n Querschnitte in einen einfach zusammenhingenden Raum verwandelbar
ist, als (» 4 1)fach susammenhiingenden bezeichnen. Doch wiirde hiezu
(abgesehen davon, dass derartige Distinctionen fiir unsere Zwecke un-
nothig sind) zuvorderst eine genauere Festsetzung iiber den Begriff des
Querschnittes erforderlich sein.

§ 1.
Die charakteristischen Eigenschaften des Geschwindigkeitspotentials
fiir den Fall eines einfach zusammenhiéingenden Raumes.

Die Anwendung der soeben gefundenen Sitze auf das Geschwindig-
keitspotential ® ist keinem Bedenken unterworfen, falls wir nur fest-
“halten an der schon gemachten Voraussetzung, dass die Geschwindig-
keitscomponenten der Fliissigkeit u, v, # d. i. die Ableitungen jenes
Potentials nach z, y, 2 durchweg stetiy sein sollen, [vgl. (I.a) p. 19].

Ist also 2. B. der von der Fliissigkeit occupirte Raum R ein ein-
fach zusammenhdngender, so wird das Geschwindigkeitspotential ® im
Ganzen folgende FEigenschaften hLaben :

(1) & selber ist im Rawme R diberall stetiy,

(I. a) %—g, aa—:, Zd;’ sind gleichfalls in N diberall stetig;

(I.b) A® ist in R diberall = 0;
(I.e¢)  an der Oberfliche von R hat g—z die vorgeschriebenen Werthe:

o da d

N—Az+B Ii'tq oo

In der That ergeben sich all' diese Eigenschaften in unmittelbarer

Weise theils aus dem Satze p. 22, theils aus den Formeln p. 19.
Wir fligen hinzu: Durch die eben genannten Eigenschaften (L),

(I. a, b, ¢) ist das Geschwindigkeitspotential ’

(1.) o

vollig bestimmt bis auf ein additives mur noch von der Zeit abhiingen-

des Glied.

Beweis. — Sind nimlich ® und ¥ irgend zwei den Bedingungen (1),
(L. &, b, ¢) entsprechende Functionen, und setzt man

(“J) q) -_ ll’ = Q,
so sind in Folge jener Bedingungen
(3] Q stetig im Raume R,

(y) %%, %—z, —aa-g ebenfalls stetig im Raume R,
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) AQ = 0 im Raume R,
(e.) g—g == 0 an der Oberfliche von R.

Aus (B.), (y.), (3.) aber ergiebt sich mittelst cines bekannten Green’schen
Satzes die Formel;

© SN (G + G + G ] amavas= [, 255 s,

die Integrationen links und rechts ausgedehnt {iber alle Volumelemente
dxdydz resp. liber alle Oberflichenelemente do des Raumes R. Aus ({)
folgt nun weiter mit Ricksicht auf (e.)

o SIG + G + (G)] dzayas=o,

mithin:
o o

o
@) 2=V by

=0, % =0.

Folglich hat @, d.i. & — ¥ cinen von 2, y, z unabhiingigen Werth, und
kann also nur noch cine Function der Zeit sein. Q. e. d.

Aus diesem Satze (1.) folgt nun weiter, dass dic Geschwindigkeits-
Componenten der Flissigkeit:

oo o o
(2) u=55, v=5—g, w=$

durch die Bedingungen (1.), (I.a, b, c) vollstindig bestimmt sind. Denn
jenes unbekannte nur noch von der Zeit abhiingende additive Glied
im Werthe von & verschwindet bei Bildung der Ableitungen nach
z,9, 8

Blickt man von Neuem zuriick auf jene Bedingungen (1), (L a,
b, ¢), so bemerkt man, dass dieselben wesentlich abhingen von der ge-
gebenen Bewegung der Membranen, nimlich behaftet sind mit den diese
Bewegung repriisentirenden Functionen &« =« (£), p = (¢), .... Oder
genauer ‘ausgedriickt: Jene Bedingungen sind behaftet einerseifs mit
den augenblicklichen Werthen der «, B, ... selber, insofern als durch
diese die augenblickliche Lage und Gestalt des Raumes R, wie auch
die augenblicklichen Werthe der in (I. ¢) vorhandenen Functionen
A, B, ... [vgl. (6.) p. 8] sich bestimmen; und andrerseits sind sie
behaftet mit den augenblicklichen Werthen der Differentialquotienten
da d
@ ab

Gleichzeitig bemerkt man, dass die Bedingungen (1.), (I.a, b, c)
durchaus unabhdingig sind vom Anfangszustand der Flissigheit.

..., welche direct in (1. ¢) sich vorfinden.
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Diese den Anfangszustand gans ignorirenden Bedingungen sind aber
trotzdem, wie aus Satz (2.) ersichtlich, zur Bestimmung der Bewegung
der Fliissigkeit, nimlich zur Bestimmung ihrer Geschwindigkeits-
Componenten u, v, w, bereits vollig ausreichend. Wir konnen somit
sagen:

Ist der von der Fliissigkeit eingenommene Raum ein cinfach zu-
sammenhingender, und ist dic Bewegung der Membranen mittelst der
Functionen

3) a=a(t), B=B(), ...

in bestimmier Weise gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der
Fliissigkeit, auch ohne Kenntniss ihres Anfangszustandes, bereits
vollstandig bestimmt sein.

Die Bewegung der Fliissigkeit ist mithin unabhdingig von ihrem
Anfangszustand. Als Grund dieses sonderbaren Resultates kann man
etwa anfilhren, dass durch die gegebene Bewegung der Membranen
jener Anfangszustand der Fliissigkeit schon mitbestimmt ist, wie solches
sich sofort ergiebt, falls man nur den Satz (3.) in Anwendung bringt
auf die Zeit #, des Anfangszustandes.

Da iibrigens die Bedingungen (I.), (1. a, b, ¢), wie schon bemerkt,

nur die «, B, ... selber und deren erste Differentialquotienten %‘;’
‘;—f, ... enthalten, so konnen wir den Satz (3.) etwas genauer auch so
ausdriicken:

Ist der von der Fliissigkeit eingenommene Raum einfach zusammen-
hingend, und sind fiir irgend cinen Augenblick t die Werthe von

d d
4) o B, ... wd %% 3

gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Fliissigkeit fiir diesen
Augenblick ¢ bercits vollstindig bestimmt sein.
Wir betrachten beispielsweise den Fall, dass die Membranen un-

beweglich, mithin 3%, 9| Null sind. Alsdann verschwindet die
rechte Seite der Formel (I. c); so dass also in diesem Falle den Be-

dingungen (L), (I, 8, b, ¢) geniigt wird durch

¢=nh (t)’
wo h (t) eine unbestimmte Function der Zeit vorstellt. Hieraus folét
oo oo oo

mittelst der Relationen ¥ = 7% V= 3y w==, sofort

u=0, v=0, w=0.



28 Ueber das Geschwindigkeitspotential.

Auch erkennt man aus den Sitzen (1.), (2.), dass diese Werthe von
®, u, v, w nothwendiger Weise dic richtiyen sind; denn neben diesen
Werthen kénnen, zufolge jener Siitze, keine andern existiren, welche
den gestellten Bedingungen (I.), (I. a, b, ¢) ebenfalls Geniige leisteten.

Ist also der von der Fliissigkeit cingenommene Raum einfach zu-
sammenhdngend, und sind dic dicsen Rawum begrenzenden Membranen
4. in Ruhe,
so wird sich die Fliissigheit selber nothwendiger Weise cbenfalls in Ruhe
befinden.

Sind z. B. die Membranen in einer continuirlich fortschreitenden,
aber ab und zu erlischenden Bewegung begriffen, der Art, dass z. B. im
Augenblick ¢, ein Ruhezustand der Membranen eintritt, ebenso etwa spater
" im Augenblick 4, ebenso spiter im Augenblick /, u. s. w., so wird
in jedem solchen Augenblick auch die Fliissigkeit in Ruhe sein.

Es wird mithin die lebendige Kraft der Fliissigkeit in jedem solchen
Augenblicke immer wieder zu demselbcn Werth (niimlich zum Werthe
Null) zuriickkehren.

Man konnte vielleicht vermuthen, dass einigermassen Analoges
auch gelten werde fiir den Fall eines nich¢ einfach zusammenhingenden
Raumes, dass etwa die lebendige Kraft der Fliissigkeit auch in diesem
Fall in den Augenblicken ¢, ¢,, 4, etc. stets von Neuem zu ein- und
demselben Werth (wenn auch nicht gerade zum Werthe Null) zuriick-
kehren werde. Diese nicht unwichtige Frage soll spiter (in § 9)
weiter behandelt werden.

Bemerkung, — Nach unserer (p. 15) ein fiir alle Mal gemachten Vor-
aussetzung soll der Anfangszustand der betrachteten Flissigkeit wirbel-
frei sein. Und Gleiches gilt in Folge dessen, wie friiher bewiesen wurde
(p. 16) auch fiir alle spdteren Zustinde der Fliissigkeit.

Jene Voraussetzung ist selbstverstiindlich bei den Sitzen dieses §
stets im Auge zu behalten. Mit grosserer Ausfiihrlichkeit wiirden daher
z. B. die Sitze (4.), (5.) so auszusprechen sein.

Ist der von der Fliissigkeit occupirte und von den gegebenemen Mem-
branen begrenzte Raum einfach zusammenhiingend, und sind fir irgend
einen Augenblick die Lagen und Geschwindigkeiten jener Membranen
gegeben, so wird hiedurch der augenblickliche Bewegungssustand der
Flussigkeit, falls er wirbelfrei sein 8oll, bereits vollstindig und cindeutig
bestimmt sein. Sind insbesondere die Geschwindigkeiten der Membranen
Null, s0 ist dieser eindeutig bestimmte Bewegungszustand der Flissigkeit
nichts Anderes als der Zustand der Ruhe. Mit andern Worten:

Ist die Flissigkeit von festen Winden eingeschlossen, und der von
thr eingenommene Raum ein einfach cusammenhingender, so wird die
Fliissigheit, falls ste wirbelfrei bleiben soll, gar keiner Bewegung fdhig,
mithin 2u bestindiger Ruhe verurtheilt scin.
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§ 8.
Die charakteristischen Eigenschaften des Geschwindigkeitspotentials
fiir den Fall eines mehrfach zusammenhéingenden Raumes.

Von welcher Beschaffenheit der von der Fliissigkeit occupirte
Raum R auch sein mag, stets wird sich derselbe durch irgend welche
Querschnitte ¢, ¢/, ¢°, ... in einen einfach zusammenhingenden Raum
verwandeln lassen. Und das Geschwindigkeitspotential ® wird alsdann,
weil seine Ableitungen nach z, y, 2 in RN iiberall stetig sein sollen
[vgl (I. a) p. 19], im Raume R, mit Ausnahme der Querschnitte g, ¢,
q’, ..., iiberall stetlg, in jenen Querschnitten aber mit irgend welchen
Werthdlﬁ'erenzen %, %, », ... behaftet sein, die unabhiingig von z, y,
2, also nur noch Funct-ionen der Zeit sind. Dies ergiebt sich unmittel-
bar aus den Sitzen p. 24.

Sind nun, was z. B. den Querschnitt ¢ betrifft, ®,, V,, p, und
&,, V;, p, die Werthe der Functionen ®, ¥, p zu beiden Seiten dieser
Fliche g, so muss nach (IIL a) p. 19 auf der cinen Seite von g die
Gleichung stattfinden:

1[G+ (B + G2 ] 4+ 2= m ),

und auf der andern die analoge Gleichung:

o 0 00,\?

1[G + (O + O] + e = .
Subtrahirt man aber diese beiden Gleichungen von einander, und be-
achtet dabei, dass 7 im Raume R allenthalben stetig ist, dass ferner
Gleiches nach (1. a), (III. b) p. 19 auch von %‘D, g‘b, %‘: und p gilt, und
dass folglich die Relationen stattfinden:

Vi=Vy p=p
20, 20, 80, 30, o0, _ 9,
ox ~ ox’ by Py’ 0z 0z
so erhdlt man:

0@, — )
O3 =0,

also, weil die dem Querschnitt ¢ zugehorige Differenz &, — &, mit »
bezeichnet worden ist,
%
at
Folglich ist dieses x» nicht nur von z, y, 2, sondern auch von t unab-
hingig, mithin constant. Gleiches gilt offenbar von x’, x”, .... Diese

=0.
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Grossen x, ', x*, ... werden also zur Zeit ¢ genau dieselben Werthe
haben wie z. B. zur Zeit des Anfangszustandes, also zu bezeichnen
sein als gewisse, jenem Anfangszustand eigenthiimliche Constanten.

Das Geschwindigkeitspotential & besitzt also, falls der von der
Fliissigkeit occupirte Raum R durch irgend welche Querschnitte q, ¢,
g’ .... in eimen einfach zusammenhingenden Raum verwandelt gedacht
wird, im ganzen folgende FEigenschaften:

(I) o selber ist im Raume R, mit Ausnahme der Querschwitte q,
d, 4", ..., wberall stetig, in dicsen Querschnitten aber mit con-
stanten Differenzen x, x', %", ... behaftet, deren Werthe sich be
stimmen durch den gegebenen Anfangssustand der Flissigkeit;

(I a) ZZ, ?3:’ aaf sind im Raume R ohne Ausnahme iiberall stetig;

(I.b.) A® ist im Raum R diberall = 0; ,
(I.¢) an der Oberfliche des Rawmes R Ubesitzt der Differentialquotient
von & nach der Normale die vorgcschriebenen Werthe:
100

INT dt : + B +
wie sich solches sofort ergiebt mit Ricksicht auf die frﬂher auf-
gestellten Formeln (p. 19)

Wir konnen hinzufiigen: Durch diese Bedingungen (1.), (. a, b, ¢)
ist das Geschwindigkeitspotential

(1) o
vollstindig bestimmt bis auf ein additives, nur noch von der Zeit ab-
hingendes Glied.

Beweis. — Es seien ® und ¥ irgend zwei den Bedingungen (l.),
(I. a, b, c) entsprechende Functionen, und es werde gesetzt:
(a.) P —-—V¥=Q
Sind pun ®,, ¥,, Q, und ®,, ¥,, Q, die Werthe der Functionen ®, ¥, Q
zu beiden Seiten des Querschnitts ¢, so ist nach (I.)

b, — O, =1x,

Yy — ¥, =x,
mithin

Q — Q=0
D. b. @ hat zu beiden Seiten der Fliche g einerlei Werth. Gleiches
gilt offenbar fir ¢’, ¢”, ... Folglich ist
((:3] Q im Raume R dberall stetig.
Ferner sind in Folge der Bedingungen (I. &, b, ¢)

0 02 99

() 72’ 3y’ 95 ebenfalls in R iberall stetig,
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.) - AQ im Raume R iiberall = 0, -

(e.) und giNz = 0, an der Oberfliche von R.

Aus diesen Eigenschaften (B.), (y.), (3.), (¢.) der Function Q folgt aber
sofort [vgl. die analogen Betrachtungen des auf p. 26 gefiihrten Beweises],
dass Q unabhiingig von z, y, £, mithin nur noch eine Function der Zeit
ist. Q. e d.

Wir konnen schliesslich den soeben bewiesenen Satz (1.) auch
so aussprechen:

Durch die aufgestellten Bedingungen (1.), (I.a, b, c) sind die Ge-
sclwindigkeitscomponenten der Flissigkeit:

o0 oo o
(2.) “='a—z, v=5§, w=ﬁ
vollstindig bestimmd.

Die Bedingungen (I.), (1. a, b, ¢) sind, ebenso wie frither, abhdngig
von der gegebenen Bewegung der Membranen, nimlich behaftet mit den
diese Bewegung reprisentirenden Functionen ¢ =« (f), =g(¢), ...
Denn sowohl der Raum R wie auch die rechte Seite der Formel (I. c)
bestimmen sich durch die augenblicklichen Werthe von «, f, ... und
do dp
dt’ dt’ °°° .
Ausserdem aber sind im gegenwirtigen Fall die Bedingungen (I.),
(I. a, b, ¢) auch noch abhingiy vom Anfangszustande der Fliissigkeit,
namlich behaftet mit den diesem Zustand eigenthiimlichen Constanten
x, %, %, .... Auch bemerkt man, dass ausser diesen x, x’, x”, .
keinerlei andere vom Anfangszustand abhiingende Grossen in jenen
Bedingungen enthalten sind. Somit gelangt man, auf Grund der Sitze
(1.), (2.) zu folgendem Resultat:

Denkt man sich die Bewegung der Membranen mittelst der Func-
tionen a=a(t), p=p(), ... gegeben, denkt man sich aber, an
Stelle des Anfangszustandes der Fliissigheit, nur dic durch diesen Anfargs-
sustand charakterisirten Constanten

3.) x, o, x ...,

gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Fliissigkeit bereits voll-
stdindig bestimmt sein.

Bemerkung. — Mag der Raum R nun einfach oder mehrfach zu-
sammenhéngend sein, im einen wie im anderen Fall ergeben sich, wie
in diesem und dem vorhergehenden § gezeigt ist, fiir ®, u, v, w Werthe
von der Form:

yon
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(4) . b =y (xf Y, %, t) + A (t)}
(5) U=y, (z) Y2, t))
(6') . V=4, (x7 Y, %, t)}
(7') W =g (x) Y, 8, t)r

WO g, 91, 92, g5 v0llig bestimmte Functionen vorstellen, - hingegen eine
unbestimmte Function bezeichnet. Substituirt man den Werth (4.) der
Function ® in die Formel (III. a) p. 19:

s[04 G+ ()] + v+ 2= o)

so erhidlt man fiir p einen Ausdruck von der Form

(8') P=9p (x) Y, % t) + hp(t)) _
wo g, wieder eine villiy bestimmte Function vorstellt, wihrend
d h(t)

. () = o H(t) — o 25!
eine ganz unbestimmie Function ist.

Dass im Werthe von p ein solches unbestimmtes Glied h,(f) sich
einstellt, darf nicht befremden, war vielmehr auf Grund unserer fritheren
Betrachtungen (p. 20, oben) von vornherein zu erwarten.

Zweite Bemerkung. — Uebrigens ist dieses unbestimmte Glied
hy(t) ohne FEinfluss auf den Werth der zu berechnenden Arbeiten:

dL = Ldea 4 Lydp + ....
0L =L da+ Lo+ ....
Denn das L, z. B. driickt sich aus durch die Formel:

L= [f,pAdo [vgl. (17.) p. 11.]
Substituirt man aber hier fiir p den Werth (8.), so folgt:

Ll = ffm 9p (x: Y, % t) Ado + hp(t)‘/‘fm Ado,
wo das 2weite Integral [nach (9.) p. 8] verschwindet. Q. e. d.

§ 9.
Einige Betrachtungen von gangz speciellem Charakter.

Der Zweck dieser Betrachtungen besteht in der Beantwortung der
zu Ende des § 7 aufgeworfenen (und fiir unsere spiteren Unter-
suchungen wichtigen) Frage.

Die Fliissigkeit sei im Ganzen nur begrenzt von einer einzigen
Membran o, und diese habe die Gestalt einer ringfirmigen Rotations-
fliiche von beliebiger Meridiancurve. Bezeichnet man also die von der
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Meridiancurve begrenzte ebene Fliche mit ¢, und ein Element dieser
Fliche mit dg, ferner den senkrechten Abstand des Elementes dg von
der geometrischen Axe der Rotationsfliche mit », so hat der von der
Fliissigkeit occupirte Raum R, oder vielmehr das Volumen dieses
Raumes den Werth:

" R= 2nffqu’

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente dg jener Fliche g.

Betrachtet man die Fliche ¢ als einen Querschnitt des Raumes R,
so verwandelt sich derselbe hierdurch in einen einfach zusammenhingen-
den Raum; sodass also der urspriinglich gegebene Raum R als zwei-
fach zusammenhiingend zu bezeichnen ist (vgl. die Definition p. 22).

Denkt man sich nun die Memhran ¢ von starrer Form und un-
beweglich aufyestellt, und denkt man sich ausserdem den Anfangszustand
der Fliissigkeit gegeben, so wird hierdurch die Bewegung der Fliissig-
keit fiir alle folgenden Zeiten villig bestimmt sein. Genauer betrachtet,
ist hierzu die vollstindige Kenntniss des Anfangszustandes nicht einmal
erforderlich, sondern nur die Kenntniss einer gewissen dem Anfangs-
zustande zugehorigen Constanten. In der That konnen wir, weil der
Raum R durch einen einzigen Querschnitt ¢ in einen einfach zusammen-
hingenden Raum sich verwandelt, auf Grund des Satzes (3.) p. 31 uns
folgendermassen ausdriicken:

Befindet sich die Membran e fortdauernd in Ruhe, und ist dic
durch den Anfangssustand der Fliissigkeit charakterisirte, dem Querschnitt
q entsprechende Constante x gegeben, so wird hierdurch die Bewegung
der Flissigkeit fiir alle folgenden Zeiten bereits villig bestimmt sein.
Dabei ist hinzuzufiigen, dass jene Constante x die Werthdifferenz des
Geschwindigkeitspotentials ® in jenem Querschnitt ¢ reprisentirt.

Um die so bestimmte Bewegung wirklich zu berechnen, bedienen
wir uns der -Formeln (I.), (I.a, b, ¢) p. 30, welche im gegenwiirtigen
Fall (wo die Membran ¢ starr und unbeweglich sein soll) die Gestalt
annehmen:

(1) @ selber soll im Raume R, mit Ausnahme des Querschnitts ¢
iiberall stetig, in diesem Querschnitt aber mit der constanten
Differenz » behaftet sein;

(1. a) gL:, %%, %—:’ sollen stetig sein im Raume R;

(I.b) A® soll =0 sein im Raume R;

(IL.e z—:: gsoll = 0 sein an der Oberfliche von R.

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 3
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Fiithren wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen sAxe
zusammenfillt mit der geometrischen Axe der Rotationsfliche o, und
dessen z¢Ebene den Querschnitt ¢ enthilt, und bezeichnen wir das
Agimuth, unter welchem die durch den variablen Punct z, y, 2 gelegte
Meridianebene gegen jene zzEbene geneigt ist, mit ©, so wird den
Bedingungen (1. a, b, ¢) entsprochen durch die Formel:

() & =4+ B9,
wo A, B beliebige Functionen der Zeit sein konnen. In der That
folgt aus («.):

00 __ _Bsn& By 90, 2By«

oz~ r RN v s Y

od Bcos & Bz ?® 2Bz y
(8) =T + =t = o

oo o

0 _o, 7o —o,

wo r =}z + y* den senkrechten Abstand des Punctes z, y, 2 von
der zAxe bezeichnet. Hieraus folgt weiter:

(y.) Ad =0.

Ferner hat @, zufolge (a.), in allen Puncten derselben Meridianebene
cinerlet Werth; und es ist also auf der Fliche o:

(0. =0

Die Formeln (8.), (7.), (0.) zeigen aber, dass den Bedingungen (1. a, b, c)
wirklich geniigt wird.

Setzt man nun ferner fest, das Azimuth & solle nur von 0 bis
2n gezihlt werden, so wird die durch die Formel (e.) reprisentirte
Function ® im Raume R, mit Ausnahme des in der zzEbene gelegenen
Querschnittes g, iiberall eindeutig und stetig, in diesem Querschnitt g
aber mit der Werthdifferenz 2x B behaftet sein. Diese Werthdifferenz
soll aber nach (1) den gegebenen constanten Werth x besitzen. So-
mit folgt:

2nB —x, mithin B =,
und also nach (e.)
®=A4+4 -9,

wo das A nach wie vor eine unbestimmie Function der Zeit vorstellt.
Bezeichnet man diese Function etwa mit A(f), so ist also:

(e) ® =" 8+ h(t).



Betrachtungen specieller Natur. ' 35

Zugleich erkennt man aus dem Satze (1.) p. 30, dass dieser Werth von
® nothwendig der richtige ist. Denn neben diesem Werthe kann, zu-
folge jenes Satzes, kein anderer existiren, welcher ebenfalls den ge-
stellten Anforderungen Geniige leistet. Die gesuchte Bewegung der
Flissigkeit ist also dargestellt durch die Formeln:

L

W=

(%) v=+- 3,
w=0.

Hieraus folgt, dass die Geschwindigkeit V der Fliissigkeit im Puncte
z, y, 2 den Werth hat:
1

"9 .31 9 %
(n.) V= Vu’-l—v’-l—w’=ﬁ—;—,
dass sie also umgekehrt proportional ist mit dem Abstande des Punctes
Z, y, # von der geometrischen Axe der Fliche o, und dass sie senk-

recht steht gegen die durch den Punct z, y, 2z gelegte Meridianebene.
Hieraus ergiebt sich unmittelbar die lebendige Kraft T der Fliissigkeit :

= [ e = G

oder, falls man die Integration nach & ausfithrt:

(®) = :

wo alsdann gegenwirtig noch zu integriren ist iiber die Elemente dgq
des Querschnittes g.

Die gefundenen Formeln (§), (1.), (#.) zeigen, dass u, v, w, V, T
unabhingig von der Zeit sind, dass also die Bewegung der Fliissigkeit
zu allen Zeiten dieselbe bleibt, wie zur Zeit des Anfangszustandes, was
iibrigens von vornherein zu erwarten stand.

Weitere Betrachtung. — Die die Fliissigkeit umschliessende Mem-
bran ¢ mag nun in irgend welche Bewegung (d. i. in irgend welche
Lagen- und Form-Verinderung) versetzt werden, jedoch der Art, dass
sie bestindig die Gestalt einer ringférmigen Rotationsfliche, und auch
bestiandig dasselbe Volumen des Innenraumes bewahrt; sodass also z. B.
das in (f)) p. 33 genannte Integral

(4.) Sfrdq
fortdauernd denselben Werth behilt.
Denken wir uns nun diese Bewegung der Membran ¢ in conti-

nuirlicher Weise fortschreitend und dabei ab und 2 erlischend, sodass
. g¥*
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in gewissen, von einander getrennten Zeitaugenblicken ¢, &, &, ...
jedesmal ein Ruhesustand der Membranen eintritt, — so wird die
lebendige Kraft 7' der Flissigkeit in jedem solchen Zeitaugenblick sich
bestimmen mittelst der in (#.) angegebenen Formel:

B) =2 f1%,

wo ¢ die constante Dichtigkeit der Fliissigkeit, und x ebenfalls eine
Constante ist. .

Obwohl nun aber das Integral (4.) in den Augenblicken ¢, %,
ts, ... stets densclben Werth hat, so kann trotzdem offenbar das Inte-
gral (B.) in diesen Augenblicken schr verschiedene Werthe besitzen.
Wir konnen dieses Resultat, welches ein negatives ist, sofort verall-
gemeinern, indem wir uns so ausdriicken:

Ist der Anfangszustand der von irgend welchen Membranen o,, o,,
6,, Oy, . .. begrenzten Fliissigkeit in beliebiger Weise (aber selbstverstand-
lich als ein wirbelfreier) gegeben, und denkt man sich jene Membranen
in einer contimurlich fortschreitenden, dabei aber ab und su erléschen-
den Bewegung begriffen, sodass also in irgend welchen von einander ge-
trennten Zeitaugenblicken t,, ty, t,, ... jedesmal ein Ruhegustand der
Membranen eintritt, so wird die lebendige Kraft der Fliissigkeit im All-
gemeinen in jenen Augenblicken t,, t,, t,, ... nicht einerles Werth, sondern
verschiedene Werthe haben.

Hiermit ist die zu Ende des vorhergehenden §, auf p. 28, auf-
geworfene Frage beantwortet.

Anders gestalten sich iibrigens die Dinge fiir den speciellen Fall, dass
die Fliissigkeit su Anfang sich in Ruhe befindet. Alsdann nimlich sind
die durch- diesen Anfangszustand charakterisirten Constanten x, ', x”, . . .
simmtlich = 0. Und hieraus folgt sofort, dass die F'liissigkeit in den
Augenblicken t,, t,, t;, ... jedesmal in Ruhe, mithin thre lebendige Kraft
in diesen Augenblicken jedesmal = O 1ist.

§ 10.
Das Princip der lebendigen Kraft.

Multiplicirt man die drei hydrodynamischen Differentialgleichungen
(4.) p. 13:
diz

min—— g (V+ f)

ete. ete.
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. .. dxz dy d .
der Reihe nach mit -, d_!tl’ d—f, und addirt, so folgt:

m d | (dx\? dy\? dz\?| oVdx dpdx
)+ + (@)= G+ ) -2 (1),
Summirt man diese Formel iiber alle Theilchen m der betrachteten
Flussigkeit, so erhélt man:

) T w - SHTEFE)

wo T und W die Werthe haben:

@) 7= 3,5 G+ G+ G

3.) W= 2,, mV,

und wo also T und W die lebendige Kraft der Fliissigkeit und das auf
sie ausgeiibte Gesammipotential vorstellen. (Vgl. p. 12).

Wir kénnen nun die Formel (1.), indem wir m = pdzdyds setzen,
auch so schreiben:

d(T+E__fff “_|_ +%‘;’w)dzdyﬁz,

wo 4, v, w die Geschwmd1gke1tscomponenten vorstellen, mithin der
Gleichung g—g + aa—;’ + Z—': = 0 Geniige leisten. Demgemiiss konnen wir

die Formel auch so darstellen:

a(T + w) _ fff (@ (pu) 0 (P”) + 02 (Pw) dzdyds,

oder auch 80:
d (Td-i- " —ffmp(ucos (N, 2) + vcos (N, y) + w cos (N,z))da,
oder mit Racksicht auf (5.) p. 17 auch so:

4) d(T+ W)=—ffﬂp(d§ cos (N, )+ dycos(N,y)+dEcos(N,2))da,
oder endlich mit Riicksicht auf (16.a) p. 11 auch so:

5. d(T+ W)= —dL.

In jedem Zeitelement di der Bewegung wird mithin der Werth von
(T'+ W) um ebensoviel abnehmen, als die Arbeit dL betrigt, welche
wihrend dieses Zeitelementes von der Fliissigkeit auf die thr anlicgenden
Membranen ausgetibt wird. Dabei ist tibrigens zu bemerken, dass T
speciell die lebendige Kraft der Flissigkeit (exclusive der Membranen)
vorstellt, und dass ebenso W speciell das auf die Fliissigkeit (exclusive
der Membranen) ausgeiibte Gesammtpotential bezeichnet. Die Mem-
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branen stehen in unserer Vorstellung der Fliissigkeit als etwas Fremd-
artiges, Aeusscres gegeniiber. Und jene Arbeit dL, welche die Fliissig-
keit auf die Membranen ausiibt, wird daher zu bezeichnen sein als eine
von der Fliissigkeit nach Aussen hin abgegebenene Arbeit.

Nehmen wir der Einfachheit willen an, es sei ¥V = 0, mithin auch
W = 0. Alsdann erhalten wir aus (5.):

(6.) dT = —dlI,

oder, wenn wir iiber einen Zeitraum ¢, ... ¢; integriren:
LY

(1) T,— T,=— [dL
h

D. bh. die lebendige Kraft der Flissigkeit nimmt innerhalb eines jeden
Zeitraumes um ebensoviel ab, als die wihrend dieses Zeitraumes von ihr
nach Aussen hin abgegebene Arbeit betrigt. Dieser Satz gilt fir den ganzen
Verlauf der von uns betrachteten Bewegung. Und diese Bewegung ist
diejenige, welche sich bestimmt einerseits durch einen beliebig gegebenen
(wirbelfreien) Anfangszustand der Flissigkeit und andrerseits durch eine
beliebige vorgeschriebene Bewegung der sie begrenzenden Membranen.

Nebmen wir nun an, der von der Flissigkeit occupirte Raum R sei
einfach zusammenhingend, und jene vorgeschriebene Bewegung der Mem-
branen sei eine continuirlich fortschreitende, dabei aber ab und zu er-
loschende, sodass in irgend welchen, von einander getrennten Zeit-
augenblicken ¢, ¢, ¢;, etc. jedesmal ein Ruhestand der Membranen
eintritt. Alsdann wird in diesen Augenblicken ¢, ¢,, ¢, ... die lebendige
Kraft der Fliissigkeit jedesmal = 0 sein (Satz p. 28), mithin die linke
Seite der Gleichung (7.), und folglich auch ihre rechte Seite verschwinden.
Demgemiiss ergiebt sich der Satz:

Ist der von der Flissigkeit occupirte Raum einfach zusammen-
hingend, und V = 0; befinden sich ferner die die F liissigkeit begrenzen-
den Membranen in irgend welcher stetigen, dabei aber ab und zu er-
lischenden Bewegung, und tritt demgemiiss etwa sm Augenblicke ¢, , und
ebenso spdter im Augenbdlicke t, ein Ruhezustand der Membranen esn;
80 wird die wihrend des Zeitraumes t, . . . . t, von der Flissigkeit nach
Aussen hin abgegebene Arbeil stets = 0 sein.

Ist der von der Fliissigkeit occupirte Raum nicht einfach zusammen-
hiingend, so ist dieser Satz (zufolge der Ergebnisse p. 86) im Allgemeinen
nicht mehr richtig. Allerdings wird er aueh in diesem Falle noch gelten,
wenn man voraussetzt, die Fliissigkeit habe sich zu Anfang in Ruhe
befunden.

§ 11.
Der analytische Ausdruck des Geschwindigkeitspotentials.
8ind die Kunctionen & = « (¢), § = B (t), ... gegeben, und sind

ferner die durch den Anfangszustand der Fliissigkeit charakterisirten
Constanten %, %/, »”, .... ebenfalls gegeben, so hat das Geschwindig-
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keitspotential ® = & (z, y, 2, t) im Ganzen folgenden Bedinguhgen zu
entsprechen:

® selber soll in den Querschnitten ¢, ¢, ¢”, .... mit den ge-
gebenen constanten Differenzen x, », »”, ... behaftet, sonst

aber im Raume R’ stetig sein;

(@.) %%, %—3, E}a% sollen im Raume R iiberall stetig, und Ad da-

selbst tiberall = 0 sein

ai’ soll — A 3¢ Tt +B -|- -+.. gein, an der Oberfliche des

{Raumes R.

Und durch diese Bedingungen ist zugleich das Geschwindigkeitspotential
& vollstindig bestimmt, bis auf ein additives, nur noch von der Zeit
abhiingendes Glied. — Dies sind die frither (p 30) erhaltenen Er-
gebnisse.

Um nun dieses ® wirklich zu berechnen, kann man folgenden
Ansatz machen:

(A') ¢ = ¢0+¢ldt+¢2dt+¢3 +¢‘dt+ e

In der That wird dieser Ausdruck den gestellten Anforderungen ent-
sprechen, sobald man die ®,, ®,, ®;, &;, ®,, ... als Functionen von
z, y, 2, t betrachtet, die folgenden Bedingungen geniigen sollen:

®, soll in den Querschnitten ¢, ¢, ¢”, ... mit den gegebenen
constanten Werthdifferenzen x, x', x”, ... behaftet, hievon ab-
gesehen aber im Raume R stetig sein,

B,.
(By) aaf:' 3;;, 38’" stetig und A®, — 0, im Raume R,

%% =0, an der Oberfliche von R.
Ferner was &, betrifft:
o, stetig im Raume R,

®B.) |52 5its 2 stetig und A®, =0, im Reume R,

aa;: = A, an der Oberfliche von R.

Sodann, was @, betrifft:
&, stetig im Raume R,
%0— = B, an der Oberfliche von R.

U.s.w. U s w
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Dass derartige Functionen ®,, ®,, ®,, ... wirklich existiren, geht
daraus hervor, dass jede dieser Functionen eine bestimmte physikalische
Bedeutung hat. In der That repriisentiren dieselben der Hauptsache
nach gewisse Geschwindigkeitspotentiale, welche eintreten wiirden, falls
man den gegebenen Anfangszustand der Fliissigkeit und die gegebene
Bewegung der Membranen, d. i. die Constanten x, x’, x”, ... und die
Functionen « (?), 8 (¢), ... in geeigneter Weise abiindern wollte.

So z. B. wird unser den Bedingungen (a.) p. 39 entsprechendes
Geschwindigkeitspotential ® in @, iibergehen, wenn man x, «’, ", ...
ungeiindert ldsst, hingegen die Functionen « (¢), g (£), ... in Constanten

verwandelt.

Ferner wird jenes ® in @, ‘i—': ibergehen, wenn man x, x, x”, ... alle

= 0 setzt, « () ungeiindert lisst, hingegen B (¢), 7 (¢), ... in Con-
stanten verwandelt.

U s w. U s w

Auch ergiebt sich aus dem zu Anfang dieses § ausgesprochenen
Satze, dass die Function ®, durch die Bedingufigen (B,.), ebenso &,
durch (B,.), ®, durch (B,.), u. s. w. vollstindig bestimmt sind, jedes-
mal abgesehen von einem additiven nur noch von der Zeit abhéngen-
den Gliede. Diese additiven Glieder sind fiir unsere Theorie vollig in-
different, und mogen daher kiinftig ganz fortgelassen werden.

Eigenschaften der Functionen ¢,, ®,, ®,, ete. — Jede solche
Function ¢; ist abhingig von z, y, 2, ¢:

& =0;(z,9,9t), j=0123...

wobei indessen das Auftreten des Argumentes ¢ sich etwas genauer
angeben ldsst. Die die Functionen ®; vollig bestimmenden Bedingungen
(B;) zeigen, dass diese Functionen in einem gegebenen Zeitaugen-
blick ¢ nur abhiingig sind von der augenblicklichen Gestalt des Raumes
R, und der augenblicklichen Beschaffenheit der Functionen A, B, ....
Mit andern Worten: Sie zeigen, dass die ®; in einem gegebenen Zeit-
augenblick ¢ vollig bestimmt sein werden, falls man nur bekannt ist
mit den augenblicklichen Werthen der Parameter «, 8, -... (Denn
die Gestalt des Raumes R und die Beschaffenheit der Functionen
A, B, ... hingt lediglich ab von den Werthen dieser Parameter).
Demgemiss ist zu schreiben:
(C) &= (z,9,2 0p8...) i=0123, ...
und die Zeit t ist also in diesem Ausdruck nur insofern enthalten, als sie
Argument der a, f, ... ist.

Die Functionen ®; sind im Raume R iiberall stetig, mit Ausnahme
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von ¢,, welches in den Querschnitten ¢, ¢’, ¢”, ... mit den constanten
Werthdifferenzen x», x, x”, ... behaftet ist. Aus der Constanz dieser
Differenzen aber ergiebt sich, dass wenigstens die Ableitungen

o®, 09,
(D.) Pa’ 0B°
und ebenso auch die Ableitung nach der Zeit
0d, 00, dea 00, df
(E) 2~ da aiTopar T

im Raume R idderall stetig sind. Um Weiteres iiber die ®; hinzu-
zufiigen, erscheint es zweckmissig, zuniichst an einige Green’sche Sitze
Zu erinnern.
Sind F und G Functionen von z, y, 2, die innerhalb eines beliebig
gegebenen Raumes R den Bedingungen entsprechen:

oF oF oF ..

F, 7z Jy' o5 stetig, AF =0,

g %6 96 oG
) 9%’ y’ 0z

und setst man zur Abkiirzung

or oG 0F 0G , o0F oG v o0y
®) a_za_z+a_y.a"y‘+55}‘=(1"(’)’

80 gilt die Formel:

) ST, (& 6 dzayas = [, F2% s,

mithin auch die parallel stehende Formel:

') Sy (F, @) dzdyds = [, 62 g,

und folglich auch die aus diesen beiden durch Subtraction sich ergebende
Formel:

) 0=ffﬁ(Fg—ﬁ-—Gg—ﬁ de.

In all diesen Formeln sind die Integrationen links und rechts ausgedehnt
2u denken dber alle Volumelemente dxdydz resp. viber alle Oberflichen-
elemente do des Raumes R. Dabei bezeichnet N die auf do errichtete,
dem Raume R abgewendete Normale.
Beweis. Nach (f.) ist:
v oF oG oF 0G , oF 0G
&) =%z Yoy oyt o 7

also mit Riicksicht auf die in («.) gemachte Voraussetzung AG = 0:

0 G 0 0G 0 G
EO=EFE)+5FR)+5F %)
Hieraus folgt mit abermaliger Ricksicht auf die Voraussetzungen («.):

fffm (F, G) dzdydz =_/:[; F(%% cos (N, z) 4+ %—(;cos(N, )
+ 356'—; cos (N, z)) de,

(a.) .
stetig, AG =0,



42

Analytischer Ausdruck des Geschwindigkeitspotentials.

S, F, G) dzaydz = [ F 3% aq

Hiermit aber ist die Formel (y.), mithin anch (y'.) und (3.) bewiesen.
Verallgemeinerung. — Von besonderer Wichtigkeit ist, dass die Formel
(y.) unter Umstiinden auch noch richtig bleibt, wenn daselbst die stetige
Function G durch eine unstetige Function U ersetzt wird. Es gilt nim-
lich folgender Satz:
Sind F und U Functionen von x, y, 2z, die im Raume R den Be-
dingungen entsprechen:
F oF O0F OoF
! 9z’ Py’ 0z
U .
b oy dr W0 AU=0,
80 wird, cinerlei, ob U selber in R stetig oder unstetig ist, stets
die Formel stattfinden:

©) Sff F, V) dzdyas = [, F 27 ao.
Beweis. — Ebenso wie vorhin, findet man:
EN=LFID+L(FIY)+ L (FY
und hieraus folgt mit Ridcksicht auf dw in (e.) gema.chten Voraus-
setzungen:

[ff, & U)dzdyds = [, F( 7 cos (N, 2) + 57 08 (N,9)
+ %-‘; cos (N, z)) do,

d. i _[_'f I«‘Q—Uda Q. ¢ d.

stetig, AF =0,
(e)

Die in (a.) an F, G gestellten Anforderungen werden z. B. erfiillt

durch die Functionen ®,, ®,, ®;, ®,, ...., nicht durch ®;,, wohl aber

durch

20, 20, 20,
da’ 0B’ 0y’

....; wie solches aus (B,), (B,.), (B,.), etc. so-

fort sich ergiebt. Man kann somit die Formel (d.) z. B. anwenden auf

F=%%9 ud G=0;, (j=1,2 3,4, ...);

und erhilt alsdann :

Nach (B,.) i

0%, d 0, j 1,2 3
ff aaaN_ ’83N> 0= J=14,9,...

9— ebenfalls = 0. Somit folgt:

(L e -,
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Die beiden lezten Zeilen sind indessen mit einem (nicht leicht entdeck-
baren) Fehler behaftet. Dieser besteht darin, dass aus der Formel
20,
oN
falls = O sein miisse.

In der That wird die Formel

=0 noch keineswegs gefolgert werden darf, dass aaN ad’) eben-

20,
N0
in mehr ausfihrlicher Weise geschneben folgendermassen lauten:
ALy ) RA V+a“’° W =0,

falls man ndmlich dle Rxchtnngscosmus der Normale N zur augenblick-
lichen Abkirzung mit U, ¥V, W bezeichnet. Diese Formel ist nun offen-
bar giiltig fir jedweden Oberflichenpunct des Raumes R, und ebenso
auch giiltig fiir beliebige Werthe der Parameter «, §, 7, . ... Sie kann
somit also z. B. nach « differenzirt werden. Alsdann aber ergibt sich

0o 0o, 0U
[3.1:8fo+ ]+[77?°a—a+"']=0’
oder was dasselbe ist:

70, 20,00 | 90,2V | 00, aW]| _
7&2)_*— oz a«"’aj aa+6z aa]“—o’

" wo der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck im Allgemeinen
keineswegs verschwindet. Q. e. d.

Jedenfalls sind die in (e) an F, U gestellten Anforderungen
erfilllt, wenn man setzt:

F=¢;, (j=123,..)), und U= d,,
wie sich solches aus (B,.), (B,.), (B,.), etc. sofort ergiebt. Somit
folgt aus (&):

20, .
SIS (@, ©) d:cdydz =ff o, 00ds, woj=123,...,
oder weil, nach (B, ), =0 ist: "

(G) SIS, @, o) dedyds =0, woj=1,2 3, ..

Ferner sind jene in (e.) an F, U gestellten Anforderungen offen-
bar auch dann erfiillt, wenn man setzt:

20,
F == W und U = ¢0-
Somit folgt aus (&):

{:ff (-37 ‘Do)dxdydz_-—. 9‘a;;b 9%, 4o
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Hieraus aber ergiebt sich, weil nach (B,.) das 2 a8 = 0 ist, die erste
Formel des folgenden Systems:

SIS, ) asayac=o,
(H) f/f (a‘\3 y &) dzdydz —0
f/]; (‘%‘1, ¢o) dzdydz = 0,

etc. ete.

dessen ilbrige Formeln sich in analoger Weise herleiten lassen. Von
diesen Formelsystemen (G.) und (H.) wird weiterhin Gebrauch zu
machen sein.

§. 12.
Der analytische Ausdruck fiir die lebendige Kraft der Fliissigkeit.
Die lebendige Kraft der Fliissigkeit:

1) T=14%3am @+ v+ w) = ; fffﬂ (v + v* 4+ w?) dzdyds

lisst sich, weil ¥ = %, v = %—';—, W= %% ist, mit Riicksicht auf die

in (B.) p. 41 eingefithrte Abkiirzung auch so schreiben:
2) T= %fffm (P, P) dzdydz.
Nun ist aber nach (A.) p. 39:

b=0,+ 0,5+ 0,3 + 0,5+

3¢

mithin: s s
o, da , 00, df , 00, dy

T+ Pedt Tozat T gz at T

3¢ 00, d 0o, df o0d; dy

oy T+dyldt+3ydt+o‘ydt+”"

20 50, , 9d,da , ¢, df |, 00, dy

-t mataat gat
Erhebt man diese Formeln zum Quadrat, und addirt, so ergiebt sich
mit abermaliger Benutzung der Abbreviatur (8.) p. 41:

(@, 0) = (B B) + 2 (0, &) 4% + 2(0, &) 30 4 ...

+ (¢17 b)) dg) + 2(¢1’ 2) ‘fl.: Zf

Substituirt man aber diesen Werth von (¢, ®) in (2.), und beachtet
man dabei die aus (G.) p. 43 entspringenden Formeln:
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fffm (¢07 ‘b]) dzdydz = 0,
fffm (¢o; ¢g) dxdydg — O,
fffm (P, &) dzdyde =0,
etc. ete.
so ergiebt sich ein Ausdruck von der Form:

3. T=0,+ [9" («;_:)*_'_2912%%_,_...],

nimlich ein Ausdruck, der, abgesehen vom Gliede ©,, eine homogene

. . da df dy .
Function zweiten Grades von =, o, o, ... ist. Und zwar ergeben

sich fiir die Coefficienten © die Werthe:
60 = 5 JS S5 (o) @) dzdyds,

4) . Oy = % fffm (¥, ®,) dzdyde,
0y = ’;‘ fffa (®,, ¥,) dzdyde,
ete. ete.
Nach (C.) p. 40 sind simmtliche ® von der Form:
(5. O =;(z,9,% ,87...) i=0,123,...

Demgemiiss werden also, wie aus (4.) ersichtlich ist, die Coefficienten
© simmtlich von der Form sein:

6) ©=6(p7...)

d. h. die Zeit ¢t wird in den &; und ebenso in den © nur insofern vor-
kommen, als sic Argument der a, B, y, ... ist.

Man konnte vielleicht vermuthen, dass der erste Coefficient ©, von
«, B, 7, ... unabhingig, also eine Constante sei.

Nun repriisentirt ©, zufolge (3.) denjenigen Werth, welchen 7'
einnimmt, sobald die Membranen in irgend einem Augenblick ihre Be-
wegung verlieren und sur Kuhe kommen. Denkt man sich aber,
jene Bewegung der Membranen durch passende Wahl der Functionen
a(t), B, 7 (), ... so eingerichtet, dass die Membranen z. B. im
Augenblicke f, zur Ruhe gelangen, sodann spiiter in irgend einem
Augenblicke # von Neuem zur Ruhe gelangen, so wird (wie frither
p- 36 constatirt wurde) die lebendige Kraft T’ der Fliissigkeit in diesen
Augenblicken ¢ und # im Allgemeinen verschiedene Werthe haben.
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Bezeichuet man also die Werthe der Parameter in jenen Zeitaugen-
blicken resp. mit «,, 8,, #,, ... und a,, B, 93, ... 80 werden

6, (e, Kn ?1r --.) und O (e, By, 5y -+ 0)
im Allgemeinen von cinander verschieden sein.

Wir gelangen somit zu der Einsicht, dass der Coefficient

(7) 6y =6, (a, B, 7,...)

tm Allgemeinen keine Constante, sondern eine wirkliche Function von
o, B, 9, ... ist. Gleiches ergiebt sich tibrigens auch aus den auf p. 4
erwithnten Kirchhoff'schen Untersuchungen.

Beiliufige Bemerkung. — Nach (4.) ist

(8. 8, =5 [[ [ (@, &) dzdyds.

Hieraus folgt nach (y.) p. 41 sofort'

(9. 0, =2 [1.0, %% s,

die Integration ausgedehnt iber die Oberﬂache desjenigen einfach zu-
sammenhiingenden Raumes &, in welchen sich R verwandelt mittelst der
Querschnitte g, ¢, ¢°, . . .

Die Function @, ist im Querschnitt ¢ mit der constanten Differenz »
behaftet [vgl. (B,.), p. 39]; ihre Werthe zu beiden Seiten von g sind
also von der Form &, und &, 4 x. Und der Bequemlichkeit willen mag
die Seite mit dem Werthe &, die linke, diejenige mit dem Werthe ®, 4 x
die rechte Seite genannt werden. Ferner sei N die auf der linken Seite
errichtete Normale der Fliche g. Alsdann hat derjenige Theil des Inte-
grales (9.), welcher den beiden Seiten von g zugehdrt, die Gestalt:

T (@t 0 22D 0, 0%) aq,%)

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente de¢ der Fliche g. Die
. . . 2@, + % 20,
Differentialquotienten - BN wmd 5y

in Rede stebende Integraltheil reducirt sich also auf:

e
?'qu 8N°d6

Analoges gilt fir ¢, ¢”, .. .; und man erbilt also aus (9.):

(10) 6=+ {ffm ® aa}’? do + ' f g aN° ‘l"}

wo das Sigma eine Summe von ebenso vielen Gliedern andeutet, als
Querschnitte ¢, ¢, ¢”, . . . vorhanden sind.

*) Es ist hiebei zu beachten, dass N stets die dussere Normale sein soll, also
z. B. in (9.) die dussere Normale des Raumes & bezeichnet.
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Nun ist nach (B,.) p. 39 das 29, an der Oberfliche von R iberall

oON -
= 0. Somit verschwindet in (10.) das erste Integral. Man erhiilt also:
] 0®
(1) 0,="2 Zxff % aq,
d. i

(12) =4 SxM=+&M+¥M + %M +.),

wo alsdann z. B.

(13) u— (] R do

diejenige Fliissigkeitsmasse reprilsentirt, welche in der Zeiteinbeit durch

den Querschnitt ¢ von der rechten zur linken Seite hindurchfliesst.
Sind also M, M', M"”, ... die wihrend der Zeiteinheit resp. durch

die Querschnitte q, ¢', q”, . . . fliessenden Flissigkeitsmengen, so wird die

Summe

(14.) M4 M +x"M + ...

keineswegs eine Constante sein, sondern im Laufe der betrachteten Bewegung

andere und andere Werthe annehmen; wie solches aus der Formel (12.)

und dem Satze (7.) sofort sich ergiebt.

§ 13.
Die dem Hamilton’schen Princip entsprechenden Formeln.

Die Bewegung der betrachteten Fliissigkeit entspricht den drei
Differentialgleichungen (A.) p. 13:

w3V map
(1.) mxr = -—m 'a; —_ —0' 55,
ete. ete.

wo die Differentialquotienten nach der Zeit durch Accente angedeutet
sind. Versteht man nun unter 0z, dy, 0z irgend welche der In-
compressibilitits-Bedingung

08z 08 08z
) %t 3yt =0
entsprechende virtuellen Verriickungen der Theilchen m (z, y, #), so er-
giebt sich aus (1.) durch Multiplication mit dz, dy, d# und Addition:

4 4 ” V V
(3) m(2d'dz+ y'oy+ 2 8z)=—m(%56x+%—y8y+%—ydz)

z

m (0p op op
oder falls man ilber alle Theilchen m der Fliissigkeit, d. i. tiber alle
Theilchen m des Raumes R summirt:

4) Sym@ 0zt -)=—m %Z&x+---)—2m%:<g—§dx+m)-
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Die linke Seite dieser Formel kann auch so geschrieben werden:
‘% (23‘ m (2’ 0z —|- . )) — Zym @ 4.1,
also auch so: .
(2) ‘% (Zm m (2’ 0z + - - -)) — 47T,
wo T'= 3, % (@ 4 y® + £®) die lebendige Kraft der Fliissigkeit

vorstellt.

Bezeichnet man ferner das auf die Fliissigkeit von den #usseren
Kriften ausgetibte Gesammipotential mit W= ZgmV, so kann die
rechte Seite der Formel (4.) so geschrieben werden:

—sw—[fJ, ( oz + a1”oy-|—31” d2) dzdyds,
also mit Riicksicht auf (2.) auch so:

— oW — fff (3 (pd2) + a(p".'/) + 0 (;:l)) dzdyds,

oder auch so:
() — oW — ffm P (da: cos (N, z) + 8y cos (N, y) + d2cos (N, z)) de.
Durch Substitution dieser Ausdriicke (1.) und (p.) in (4.) folgt nun:

6) & S m@dz+4-)=38(T— W) —[f,p(dzcos(N,2)+ ) d.

Genaueres iiber die virtuellen Verriickungen. — Innerhalb des durch
(2.) gegebenen Spielraums konnen die virtuellen Verriickungen 8z, dy, 82
ad Ubitum gewihlt, resp. weiter eingeengt, specicller bestimmt werden.
Eine solche speciellere Wahl wollen wir nun in der That treffen, in
folgender Weise:

Wir betrachten, neben der wirklich stattfindenden Bewegung des ge-
gebenen Systems, gleichzeitig eine gewisse fingirte Bewegung desselben
(welche unter etwas abgeiinderten Umstéinden eintreten wiirde), und
nehmen fiir jene virtucllen Verriickungen 0z, 8y, 0z eines Theilchens m
die Differenzen derjenigen Coordinaten, welche dicses Theilchen m zur Zeit
t einerseits ber der wirklichen, und andererscits bei der fingirten Be-
wegung besitzt.

Die wirkliche Bewegung des gegebenen Systems ist, wie wir
wissen (vergl. Satz (3.) p. 31), mittelst der Formeln unserer Theorie voll-
stindig bestimmt, sobald gegeben sind: erstens die Bewegung der Mem-
branen, d. i. die Beschaffenheit der Functionen:

(6. a) a=a(t), p=B),...... ,
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und sweitens die durch den Anfangszustand des Systems charakterisirten
_Constanten:
(6. b) %, %, %", ...

Die daneben zu betrachtende fingirte Bewegung mag nun von
genau demselben Anfangszustande ausgehen, also mit denselben Constanten
%, %, %', ... behaftet sein. Ueberhaupt mag sie in genau derselben
Weise, wie die wirkliche Bewegung, bestimmt sein, nur mit dem einen
Unterschiede, dass an Stelle der Functionen a« =« (£), =g (¢), .
etwas andere Functionen _

et =a* (), B*=pF*(),....

eintreten sollen. Uebrigens mégen diese neuen Functionen «*, g% ...
so gewihlt werden, dass sie von den urspriinglichen Functionen ¢, §, ...
nur unendlich wenig abweichen, und mit jenen sogar identisch sind so-
wohl zur Zeit 4, d. i. zur Zeit des Anfangszustandes, wie auch in einem
bestimmten spitern Zeitaugenblick f,, der nach Belieben gew#hlt sein
mag. Setzt man also:

o*(f) — a(t) =0a(t), F*(¥) —B()=1398(), ....
oder einfacher geschrieben:
(1) o*f —a=0a, f¥*—f=208,...
so sollen de, 08, .... sowohl verschwinden zur Zeit ¢,, wie auch zur
Zeit ¢t,. '

Der Bezeichnungsweise da, 08, ... entsprechend, mogen nun die
Coordinaten irgend eines Membrantheilchens g und irgend eines Fliissig-
keitstheilchens m im Augenblicke ¢ bei der wirklichen Bewegung mit

8) &, & und z, Y, 4
andererseits bei jener fingirten Bewegung mit

) &+40& 9499, -+ 06 und x4 dz, y+ dy, 24 02
benannt werden.

Da beide Bewegungen von ein- und demselben Anfangszustande
ausgehen sollen, so sind die

(10, Oa, 08, .... 0E, 09, 0f, Oz, dy, 0z
zur Zeit jenes Anfangszustandes, d. i. zur Zeit ¢, simmtlich = 0.
Da ferner o*, f* .... auch im Augenblicke ¢, mit «, 8, ....

identisch sein sollen, mithin die Lage und Gestalt der Membranen zur
Zeit t, bei der fingirten Bewegung genau dieselbe ist, wie bei der wirk-
lichen, so sind die Grossen

(11.) da, 8B, .... OF, oy, O

im Augenblicke ¢, ebenfalls simmtlich = 0 (nicht aber dz, dy, 0s).

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 4
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Allerdings kdnnte man zu glauben versucht sein, dass die 8z, 3y, 8z
zur Zeit ¢, ebenfalls == 0 seien. Doch ist dies nicht beweisbar, und wohl
auch nicht richtig. Zur Erliiuterung diene folgendes Beispiel.

Die Fliissigkeit sei eingeschlossen in eine fest aufgestellte Kugel-
schaale, und innerhalb der Fliissigkeit sei ein starrer Korper nach Be-
lieben beweglich. Zur Zeit ¢, befinde sich Alles in Ruhe. Wir filhren
nun den Kdrper aus seiner Anfangsposition 4, auf irgend welchem Wege
fort, und lassen ihn schliesslich zur Zeit ¢, iu einer gewissen neuen
Position 4, wieder zur Ruhe kommen. Bei dieser Fortfihrung des
Korpers werden im Allgemeinen simmtliche Fliissigkeitstheilchen sich
mit bewegen, und bestimmte Bahnen durchlaufen. Wir denken uns
irgend ein specielles Flissigkeitstheilchen m wirklich beobachtet. Seine
Anfangsposition zur Zeit ¢, sei m,, und seine Endpoeition zur Zeit ¢,
mag bezeichnet werden mit m,.

Hatten wir nun aber den Korper aus seiner Anfangsposition A4,
wihrend des gegebenen Zeitraumes ¢, — t, auf einem etwas anderen
Wege in jene Endposition A4, gebracht, so wiirde mdglicherweise jenes
Theilchen m, dessen Anfangsposition m, ist, zur Zeit ¢, in eine End-
position gelangt sein, welche von m, verschieden ist.

Die wirkliche und die fingirte Bewegung sollen denselben all-
gemeinen Gesetzen z. B. der Incompressibilitiits-Bedingung entsprechen.
Demgemiiss wird also der Raum von den Theilchen m bei den Posi-
tionen z, y, # mit derselben constanten Dichtigkeit ¢ erfiillt sein, wie

bei den Positionen z 4 8z, y + dy, 2 + d2. Folglich ist
0ér |, 06 048z

(12) ra + _a,!_’-'i + b7 = 0,

wie verlangt worden war.

Da ferner beide Bewegungen denselben allgemeinen Gesetzen ent-
sprechen, und iiberdiess auch von genau demselben Anfangszustande
ausgehen, so werden diejenigen Theilchen m, welche zu Anfang mit den
Membranen in Berithrung sind, fortdauernd mit denselben in Berithrung
bleiben, sowohl bei der wirklichen, wie auch bei der fingirten Bewegung.

Ist nun o; irgend eine specielle urter den gegebenen Membranen,
ferner p ein bestimmtes Moleciil derselben, endlich m irgend ein lings
dieser Membran fortgleitendes Fliissigkeitstheilchen, und bezeichnet
man die Positionen, welche 6, g, m im Augenblicke ¢ bei der wirk-
lichen Bewegung besitzen, respective mit

(“') f(gy 9, % 'df) = 01
(“") &, &
o’ z, Y,

andererseits aber diejenigen Positionen, welche o;, u, m in cben dem-
selben Augenblick ¢ bei der fingirten Bewegung haben wiirden, respec-
tive mit
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(p') f(E, Y, 5 @ + aw) = O)*)
(:9) E+ 08, 9+ dn, £+ 98,
®") ‘a0z, y+ 3y, 5+ 8z,

so werden offenbar die Werthe (a’.), («”.) der Gleichung (a.), und die
Werthe (B.), (8”.) der Gleichung (B.) Geniige leisten; was im Ganzen
vier Formeln ergiebt. Denkt man sich aber das Theilchen m so aus-
gewihlt, dass es bei seiner wirklichen Bewegung im Augenblick ¢ mit
p gerade in Contact ist, also der Art ausgewihlt, dass z, y, # mit
&, n, ¢ identisch sind, so reduciren sich die in Rede stehenden vier
Formeln auf folgende drei Formeln:

f&n, ¢ @) =0,

F(E+ 88, n+ 8n, £+ 3¢, &+ 03) =0,

f(E+ 0z, n+ dy, {4 02, & 4 0®) =0.
Hieraus folgt durch Subtraction:

afag+ Lon+ 3 6§+af6ar=0

a +af sy + U 62 + 2 sm =0,

und hleraus durch nochmahge Subtractlon'
0 0

Tos—op)+ 2L @y—am+ 50— 0p =0,

oder was dasselbe ist:

(13.) (0 —dE)cos(N,z)+ (0y — dn) cos(N,y) 4 (2 — d§)cos(N,2) =0,

wo N die Normale der Membran an der betreffenden Stelle bezeichnet.
Die su berechnende virtuelle Arbeit 0L [vgl. (15. a. b. ¢.) p. 10]

driickte sich aus nach Belieben entweder durch die Formel:

(14.a) oL =ffap (ag cos (N, z) + 07 cos (N,y) + d¢ cos(N,z)) do

oder auch durch die Formel: ! -

(14.b) 0L=Lda+ Ldf+----

wo L,, L,, --- die Werthe haben:

L, =ffmpAd6, L, ==ffﬂp3d6, etc. ete.

Und hierbei ist zu bemerken, dass der Ausdruck (14.a) gegenwirtig,
auf Grund der Formel (13.), auch so geschrieben werden kann:

(14.¢) L= [, p (82 cos (N, ) + 8y cos (N,y) + 82 cos (N, 2)) do.

*) Man kann sich nimlich die Gleichung der Fliche ¢; mit einem Parameter

behaftet denken, welcher == & ist bei der wirklichen, hingegen == & - #® bei der
fingirten Bewegung.

wo f=f(§ 9, § ®):

‘.
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Fortsetzung der eigentlichen Untersuchung. — Die aus den drei
hydrodynamischen Differentialgleichungen abgeleitete Formel (5.) kann
jetzt, unter Anwendung der soeben determinirten virtuellen Verriickungen
und mit Riicksicht namentlich auf (14. ¢), auch so geschrieben werden:

(15) 8(T— W)— 8L =", wo @ = Sym 20z +y'dy + 7 85)

Das Gesammtpotential W = pmV = 0 f f f g Vadzdydz ist offenbar
nur abhiingig von der augenblicklichen Lage und Gestalt des Raumes
R, also nur abhiéingig von den augenblicklichen Werthen der Para-
meter «, , ... Also:
W= W(a,p,...)
Andererseits ist die lebendige Kraft T [vgl. (3.), (4.), (6.) p. 45] ab-
hingig nicht nur von «, B, ..., sondern auch von o, £, ... Also
' I'=T(e,fB,...a,8,...
Somit folgt:
W

) oW=2"4047 aﬁ Wop+..

8T =3 da +a,,oﬁ+ AL
3T ’ d T .
7d ; 00 = di ( 6“) oa di b—. ist:

\ d 0T\ d oT

(8) 6T={(‘a'«""&i 9’.;')"“4"( —@og) 9B+ }

+ 2 (22 4a +3,aﬂ+ -).

oder weil z. B.

Ausserdem ist nach (14.b):

(h.) 0L =L 0a + Lo+ -

Durch Substitution dieser Werthe (f. ), (g ), (h.) in (15.) folgt:
oT—W doT oT—W d4oT

(16.)(——3‘!——233—“7 L)6 + m§~E—L,)6ﬁ+---=

d oT
—a—z(g—a—“—, Ga—-— 'a'—ﬂ;d\ﬂ—".),

oder falls man mit d¢ multiplicirt, und iiber den gegebenen Zeitraum
t, - - - ¢, integrirt; und zugleich fiir Q seine eigentliche Bedeutung (15.)
substituirt:

) (T 428 LYot (T — T~ L)op |

=[_mm(x6x+y6y+z'6z)]; [ Jla +¢)p'6‘6+ ]
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Der Ausdruck zweiter Zeile reducirt sich, weil die de, 08, ... in den
Augenblicken #, und ¢ verschwinden, andererseits aber die dz, dy, de
wenigstens im Augenblick ¢, verschwinden [vgl. (10.), (11.)] auf:

(Zm m (z'd0z + y' 0y + 2'63))1.
d. i. auf denjenigen Werth, welchen die hier eingeklammerte Summe

im Augenblicke ¢, besitzt. Mit andern Worten: Jener Ausdruck zweiter
Zeile reducirt sich aunf
(Q)'l)

wo alsdann Q selber wieder die in (15.) genannte Bedeutung besitat.
Demgemiss gewinnt die Formel (17.) folgende Gestalt:

(18) f{”—"- a"t-;’—f—L,)aa

oT — W d oT
+ (TGt -8 — 1)+ at =@
Das hier auftretende Q
(18. a) Q= m &z + ydy+ £z

kann, weil z. B. 2’ =u = _83_% ist, auch so geschrieben werden:

oo oo 0®

oder falls man m = pdxdydz setzt, auch so:

(18. ¢) Q—of[]' (axa + 9% 8y + 32 95) dzdyds.
oder mit Rficksicht auf (12.) auch so:

8.9 e=off], (3 (®32) 3(;;_” +..) dzdyde.

Was die weitere Untersuchung betrifft, so wollen wir vorldufig nur
zwei specielle Fille in Betracht ziehen.

Erster Fall: Der Raum R ist einfach zusammenhingend. — Als-
dann ist das Geschwindigkeitspotential ® in R iiberall stetig, und iiber-
baupt den Bedingungen des Satzes p. 25 unterworfen. Somit folgt
aus (18.d): .

Q= 0ffm [\ (6:1: cos (N, z) + dy cos (N, y) + 8z cos (N, z)) de
oder mit Ricksicht auf (13.):
Q=offﬂ (d§ cos (N, z) + 09 cos (N, y) 4+ 8¢ cos (N, 3))
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Und hieraus folgt weiter, weil die 0§, dn, ¢ im Augenblicke ¢, ver-
schwinden [vgl. (11.)], dass

Q), =0
ist. Demgemiss nimmt die Formel (18.) die Gestalt an:

(19) f{ W) & L)oa

+ aLaﬁ—v—V—‘%z—::—L,)aﬂ+-n}dt=O.
Hieraus aber folgt weiter, weil die Variationen da, 0, ... innerhalb
des Zeitraumes ¢, ... ¢, willkiirliche sind, nach bekannter Schlussweise,
dass fiir jeden Zeitaugenblick ¢ innerhalb jenes Zeitintervalls die Formeln
stattfinden miissen:
oT— W da oT

da —atgw L1=0
(20) 0T—W _ 43T _; _,
2  aiop a="

ete. etc. ete.

Substituirt man aber die hieraus fir L,, L,, ... entspringenden Werthe
in (14.b), so folgt:
@) oL—=(2Z-W _ 4T

d 0
= —aaw)det —aiop) 0P+
Diese Formeln (20.), (21.) gelten fiir jeden Zeitaugenblick ¢, der ge-
legen ist zwischen der Anfangszeit f, und einem beliehig gegebenen
gpiteren Zeitaugenblick ¢. D. h. sie gelten ganz allgemein fir jed-
weden Zeitaugenblick der betrachteten Bewegung.

Die Formel (21.) ist nun eur wirklichen Berechnung vop 0 L ausser-
ordentlich bequem. Sie zeigt, wie man dieses 0 L unmittelbar finden kann,
sobald nur ewvor die analytischen Ausdriicke des Gesammipotentials W
und der lebendigen Kraft T aufgestellt sind.

Diese sweite Methode*) zur Berechnung von 0L, wie sie uns durch
die Formel (21.) dargeboten wird, ist nun leider nicht allgemein giltig,
sondern vorliufig noch beschrinkt auf den Fall, dass der Raum %R
einfach zusammenh#ngend ist.

Zweiter Fall: Der Raum R ist zweifach zusammenhéngend. — Dieser
Raum R kann alsdann mittelst eines Querschnittes ¢ in einen einfach
zusammenhiingenden Raum & verwandelt werden. Und die Function
¢ ist alsdann im Querschnittc ¢ mit einer constanten Differenz x
behaftet, sonst aber im Raume %R iiberall stetig. Andererseits sind

(az' w

*) Man vgl p. 12.
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%%, —aa%, aa—? im Raume R iberall stetig, ohne Ausnahme [vgl. den
Satz p. 30].
Da nun ¢ selber nicht im Raume R, wohl aber im Raume &
iiberall stetig ist, so folgt aus (18.d):

Q= "ffe ¢ (6:1: cos (N, ) + dy cos (N, y) + 02 cos (N, z)) de.
Dieses Integral besteht aus zwei Theilen, von denen der eine der Ober-

fliche von R, der andere aber den beiden Seiten des Querschnitts ¢
entspricht. Demgemiss ergiebt sich:

Q ="ffm¢ (6zcos(N,x)+~) dd+oxffq (Gzcos (N,x)-l—--)da,
das letzte Integral hinerstreckt gedacht iiber alle Elemente do des
Querschnittes g¢. Und zwar reprisentirt in diesem letzten Integral N
die auf der linken Seite des Querschnittes ¢ errichtete Normale, falls
man nimlich wie frither, die Werthe von ® zu beiden Seiten von ¢
mit ® und & -4 x bezeichnet, und die Seite des Werthes ® als linke,
die Seite des Werthes ® - x als rechle Seite festsetazt.

Diese Formel fiir Q ldsst sich mit Riicksicht auf (13.) auch so
schreiben:

Q= offm o (6§ cos (N, z) +--) do + ox ff, (d‘a: cos (N, z) +--) de.
Und hieraus folgt, weil die 0§, d7, d¢ im Augenblick ¢, 3 rschwinden
[vgl. (11.)]

22.) (Q),=¢x (ffq (63: cos (N, z) + dycos(N,y) + 2 cos(N, .e)) dd)‘l.
Ob nun dz, dy, dz im Augenblick ¢ verschwinden, wissen wir nicht
[vgl. (11.) und die weiteren Bemerkungen daselbst]. Und demgemiiss
bleibt uns unbekannt, ob dieses (R);, Null ist oder nicht.

Um hieriber ins Klare zu kommen, werden wir, und zwar im
folgenden §., einen wesentlich andern Weg einschlagen, und dabe:i
schliesslich zu dem Resultat gelangen, dass dieses (Q), nicht verschwindet,
sndessen einen Werth von sehr einfacher Form besitet.

§ 14.

Fortsetzung.
Der Raum R sei von beliehiger Beschaffenheit. Stets ist nach
(18.b) p. 53:

0o oo A
(A) Q= Sym (32 02+ 52 0y + 2 04);
und ferner nach (A.) p. 39:
(B) D=+ a® O, + YO GO 4 5Dy - -
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wo z B. & = ?—l% Substituirt man diesen Werth von ¢ in den Aus-
druck Q, so folgt:

(a.) Q=A+M,

wo A und M die Bedeutungen haben sollen:

®B) /\=2,,¢m( °6:l:+ °6 + = "62)

o Emm (—-‘ oz 4+ aj oy +a¢' 62)

) M= +ﬁ'._;*m(ad-”'6:c+ a"d‘ vy + "6z)
' + ete. etec. ete.

Das allgemeine Glied dieses Ausdruckes M lautet, bei Fortlassung der
Factoren «, f, .. folgendermassen'

00, )
me(ax 6x+-a-—’ 61+ YT Jz woj=123,...),

und kann daher, falls man m = @dxzdyds setzt, auch so geschrieben
werden:

o ) '
SIS, (G202 5+ o2 a 4 f6z)da:dydz, (G=1,23..)
oder, mit Riicksicht auf dle Gleichung (12.) p. 50, auch so:

. fff (?_ (®,82) 3(%’_@ + ?f“’_"_>) dzdydz, (j=1,2,3,...)

oder, weil ®;, ®,, &, ... (nicht ®;) im Raume R iiberall stetiy sind,
auch so:

pffm (da:cos(N z) + dycos(N,y) + d2cos (N, z)) do, (j=1,2,3,..)
oder, mit Ricksicht auf die Gleichung (13.) p. 50, auch so:

e [f @ (9 cos (N, 2) + 07 cos (N,y) + 8 cos (N,2)) do, (j=1,2,3,...)
Hieraus aber folgt, weil 0§, 07, 0¢ in den Augenblicken £, und ¢, ver-
schwinden [vergl. (10.), (11.) p. 49], dass dieses allgemeine Glied in
jenen Augenblicken ebenfalls verschwindet. Gleiches gilt daher auch
von M selber; was angedeutet werden mag durch die Formeln:
(d) (M), =0, (M), =0.

Fiir A gelten derartige Formeln nicht.  Ucberhaupt wird es, was A
betrifft, sweckmdssig scin, nicht N sclber, sondern den Differentialquotienten

‘;—:—\ 2u untersuchen.
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Bei den folgenden Betrachtungen ist nun namentlich der Unterschied

im Auge zu behalten, den man in der Hydrodynamik zwischen den Sym-

: bolen 3% und % zu machen gewohnt ist. Es sei mir gestattet, kurz
daran zu erinnern.

Reprilsentirt F' eine Function, die fiir die verschiedenen Stellen der
Fliissigkeit verschiedene Werthe hat, und deren Werthsystem iberdiess
variirt von einem Augenblick zum andern, so pflegt man, bei dem Symbol
%—f , unter ¥ und F 4 9 F diejenigen Werthe zu verstehen, welche jene
Funktion in zwei aufeinanderfolgenden Zezta.ugenbhcken tund ¢t 4 9t in
ein und demselben Raumpunct besitzt, unbekiimmert darom, dass withrend
dieses kleinen Zeitintervalls d¢ andere und andere Flissigkeitstheilchen
durch diesen Raumpunct hindurchgehen. Man kann den ins Auge ge-
fassten Raumpunct etwa markirt denken durch seine rechtwinkeligen
Coordinaten (z, y, z), vorausgesetzt, dass das zar Ausmessung der Coor-
dinaten dienende Axensystem ein absolut festes ist. Alsdann ist jenes
OF su beszeichnen als die Differenz derjenigen beiden Werthe, welche -
die Function F' im Puncte (z, y, 2) zu den Zeiten ¢ und ¢ 4 0t besitzt. —

Bei Bildung der Ableitung %—1:— bat man also einen festen Raumpunct

unverinderlich im Auge zu behalten, und demgem#iss kann man dieselbe
etwa bezeichnen als die locale Ablestung nach der Zu‘t

Bei dem Symbol hingegen ist nicht ein feeter Raompunct, son-

dern ein bestimmies Fldmgkatsthedchm irgend ein indsviduelles F'ltissig-
kestsmolecl m im Auge zu behalten, und bei seiner Bewegung zu ver-

folgen. In der That sind nilmlich, bei diesem Symbol %1; , unter F und

F 4 dF diejenigen Werthe zu verstehen, welche die gegebene Function
fir ein solches sndsviduelles Theilchen m in zwei aufeinanderfolgenden
Zeitaugenblicken ¢ und t 4 d¢ besitzt, wobei selbstverstindlich die wih-
rend der Zeit dt erfolgende Ortsveriinderung des Theilchens m mit in
Apschlag zu bringen ist. Sind z. B. (immer in Bezug auf jenes absolut
feste Axensystem) z, y, £ und = 4 dx, y 4 dy, z 4 dz die Coordi-
dinaten dieses Theilchens m in den Aagenblicken ¢ und ¢ +4 dt, so wird,

was jenes Symbol betnﬁ't unter F' selber der Werth der gegebenen

Function zur Zeit t im Puncte z, y, 2, hingegen unter F' 4 dF ihr
Werth zur Zeit ¢ 4 dt im Puncte « + dz, y 4 dy, £ 4 dz zu ver-
stehen sein. — Demgemilss kann man dieses ‘;F etwa bezeichnen als
die das wndividuelle Theilchen m beglestende Ableitumg. Um eolches

noch schiirfer hervortreten zu lassen, werde ich dem % jedesmal das

betreffende Theilchen m als Factor beifiigen, also schreiben m%

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 4**
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Was nun z B. die in der Formel (B.) enthaltene Function

(5') &, = 0(.’5, Y, % ﬁ""')

betrifft, so besitzt dieselbe innerhalb des von der Fliissigkeit occupil"ten
Raumes R in verschiedenen Zeitaugenblicken verschiedene Werthsysteme.
Wollen wir eines dieser Werthsysteme, etwa das dem Augenblick ¢
entsprechende, bilden, so haben wir in der Formel (¢) den Parametern
a, B,... diejenigen speciellen Werthe zuzuertheilen, welche sie in diesem
Augenblicke ¢ besitzen, und sodann fiir (z, y, £) der Reihe pach simmt-
liche Punkte des Raumés R eintreten zu lassen. Demgemass erhilt
man fiir die einem festen Raumpunct (z, y, 2) entsprechende locale
Ableitung von &, den Werth:

(&) = hie Tt [vgl. (E.) p. 41),
wo dea, df, ... die Zuwiichse von «, §,... wihrend der Zeit dt vor-
stellen. Und a.ndererseits wird man fir die ein individuelles Theilchen m

begleitende Ableitung m 3% den Ausdruck haben:

P, dx od,dz | 00, da
(n) m% (30.; dt+ 2)y + 0z att 7a d—t+ f’ﬁ + )
wo de, df, ... dje schon genannten Bedeutungen besitzen, wihrend
dz, dy, dz diejenigen Zuwiichse vorstellen, welche die Coordinaten
z, y, z jenes Theilchens m wihrerd der Zeit d¢ erfahren. Demgemiiss
dz dy dz
dt’ dt’ dt
ty v, 10 des Theilchens m, so dass man also die Formel (3.) auch so
schreiben kann:

, d‘D o 0, o, da . df
() ax +aJ +o +oad¢+aadt+ )

Beiliufig sei soglelch bemerkt, dass ich im Folgenden unter dem Symbol
mdd, eine das individuclle Theilchen m begleitende Variation, nimlich
folgenden mit (7.) a.nalogen Ausdmck verstehen werde:

(8) mdo, _m(a"’ﬂa a4 2 °a PR PR ALY P +d "3+ - )

Es bezeichnet alsdann (heses md®d, diejenige virtuelle Veriinderung,
welche der das ndiiduelle Theilchen m begleitende Werth m®, an-
nehmen wiirde, wenn man dieses Theilchen um 0z, dy, dz verriicken,
und gleichzeitig die Parameter &, 8, .... und da, §f... vergrossern
wollte.

Dies vorausgeschickt, wenden wir uns zu unserer eigentlichen Auf-

gabe. Nach (8.) ist:

sind nichts Anderes als die Geschwindigkeits-Componenten
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() A=, m a"" +a°a+ "62)
mithin: :

(x) M ym (3“’" 8z 4% G 05),

die Summation a.usgedehnt iiber alle Flilsmgkeltsthexlchen m des Raumes R.

Der hier unter dem Summationszeichen stehende Ausdruck kann mit
Riicksicht auf die in (9.) eingefiihrte Bezeichnung auch so geschrieben

werden:
d 20, o0,
m (mo — [—37 S+ 508 + ]),
oder auch so:
ao,

0 0 a‘”ﬂ
mo e —m 3 (Ge 0a+ 5p g ot )
oder mit Riicksicht auf (7.), resp. (1'.) auch 80:
o, , 20, aoo " 3¢0 d (o0, 20,
75 0+ a0t Gad H G ) —mi (e dat G a6+ ),

wo o, f,... die Ableitungen von a, f,... nach der Zeit vorstellen.

Dieser Ausdruck aber kann schliesslich, weil 4 = o0 , V= ?j” w="22
’ ox oy 0z

ist, mit Riicksicht auf die in (B.) p. 41 eingefithrte Abbreviatur, auch
so geschrieben werden:

md (@, 9) + G+ g B--) —m g, (G bt g 08 4-----).

Substituirt man aber dies in (x.), so erhilt man fiir 3’% einen Werth
von der Form:

' dA . aM
() =04+ 4 + BF +--) + 47,
wo die 4,, 4, B, C,... und M folgende Bedeutungen haben:

=25m (P, ®)—¢ /‘/“/; (®,, ®) dz dy dz,
- 4 =2;t"‘aad:’ =9/T/; %%‘1 dzdydz,

(w.)
B ==2mm%(gﬂ p[]’[' Ldzdydz,

——m (a; da 4 G 0B +-+-1);
woraus beildufig sich die Formeln ergeben:

(v.) (M), =0 und (M), =0;
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denn die de, df,.... verschwinden sowohl im Augenblick £,, wie
auch im Augenblick ¢. [Vgl (10.), (11.) p- 49].
Der in (u.) fiir A, gegebene Werth ist einer weiteren Verein-
tfachung fithig. Substituirt man nimlich daselbst fiir ® den Ausdruck:
O =0, 4 &' + O, + ---- [vgl (B.) p. 55],

so erhilt man:

Ay =o[ [[f (@0 ®o)dadyds+a [[ [, (@, ®,)dzdyds+ B [ [ [, (®r, O, )iwdyde+-
Substituirt man aber hier fiir das erste Integral den in (4.) p. 45 an-
gegebenen Werth, und beachtet, dass die folgenden Integrale, nach (G.)

p- 43, simmtlich = O sind, so erhilt man 4, = 20,, und kann daher
z. B. die Formel (4.) auch so schreiben: -

dA ” . aM
(g) 'dt'=6(260+11a+Bﬁ'+...)+,H.
Nach (e.) ist nun aber Q = A+ M, mithin:
dQ.  dA am
(0) at —ar tap

also mit Riicksicht auf (£.):

@) =020+ 4 + BF 4. )+ LEEW,

wobei zu bemerken ist, dass der Ausdruck (M + M) in den beiden
Augenblicken {, und ¢, verschwindet:

@ (M4M)y,=0, (M+M), =0, [vgl () und ()]}

§ 15.
Fortsetzung und Schluss, .

Wir kehren jetzt zuriick zu unserer Hauptformel:
(3. (617 — w1 —oL)at =% at, (vgl. (15.) p. 52).

Integrirt man diese Formel iiber den gegebenen Zeitraum %,....¢,, so

ergiebt sich, falls man gleichzeitig fiir (—lditz den Werth (=.) substituirt,

und Riicksicht auf (p.) nimmt:

|/
(24) f(aL —8[T—W]+0[20,+ A + BF +-])dt =0,
bo \
(25.) di  f@L—sndat=o,
o
wo alsdann f die Bedeutung hat:

(26.) [=T—W—20,— (Ad + Bf + --°).
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Bekanntlich hingt T von «, 8,...«, f,... ab, wiihrend anderer-
geits W, 6,, 4, B,... nur von den «, f,.... (nicht aber von den
«, f,...) abhiingig sind; [vgl. p. 52, ferner (4.) p. 45, und (u.) p. 591].
Somit folgt aus (26.):

of = (2L aa+ JLop+ - )+("”6 W+ ok 0B+ ),

3f af d of
oder weil z. B. ./, ¢ dt( ,0a ) (dti) )d‘a ist:

() o‘/.=(g£ :tgaf)é +( —4 %‘) 6B 4 - -

+,,,(*’f dat gp 0B+ )
Ueberdiess ist:
(h.) 8L =Ldx~+ Ldp+---- [vgl (b) p. 52].
Substituirt man diese Werthe (g.), (h.) in die Formel (25.), und beachtet
dabei, dass die da, 0f,... in den beiden Zeitaugenblicken ¢, und ¢,
verschwinden [vgl. (10.), (11.) p. 49], so ergiebt sich nach bekannter

Schlussweise:
L= 4

3 o~ dtoe’
27 a of
L, = 'a'p T dtof? .

Und diese Formeln (27.) zeigen also, wie man, falls der Ausdruck f (26.)
gebildet ist, aus. diesem unmittelbar die Werthe von L,, L; ... abzu-
leiten vermag.

§ 16.
Zusammenstellung der erhaltenen Resultate.

Man denke sich eine von belicbiy vielen Membranen begrenzte incom-
pressible Fliissigkeit, und diesc Membranen (ihrer Lage und Gestalt nach)
abhiingiy von irgend welchen Paramctern a, B,...., dic threrscits gegebene

unctionen der Zeit sind; sodass also dic Membranen in vorgeschyiebener
Bewegunyg sich befinden.

Dic Bewegung der Fliissigkeit ist alsdann cine vollig bestimmie.
Denn es soll gegcben sein der wirbelfreic Anfangszustand derselben; und
cbenso sollen auch gegchen sein dic die I'liissigkeit sollicitirenden dussern
Krifte, oder vielmchr das nur von den Coordinalen abhingende Poten-
tial dicser Krifte. Bezeichnet man letateres mit V =V (2, y, £), so wird
z. B. das von den dussern Kriftew auf dic Fliissigheit ausgeibte G ec-
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sammtpotential W den Werth haben:
1) W =¢ [[[, Vdzdyds, [vgl.p.12,13],
wo @ die constante Dichtigkeit der incompressiblen Fliissigkeit vorstelll,
und die Integration ausgedehnt zu denken ist dber alle Volumelemenie
dzdyds des von der Fliissigkeit occupirten Raumes R.

Um die Beweguny der Fliissigheit wirklich su ermitteln, hat man
das Geschwindigkeitspotential ® zu bercchnen. Fiir dieses wird man
einen Ausdruck crhalten von der Form:

@) ® =0, + &0+ O,f +---- [vgl (A) p. 39],

wo o ——‘;':, g = Zf, ist, wihrend ®,, &, &, ... Funclionen von

z, Y, 2, a,B,.... vorstellen. Wie diese Functionen zu berechnen sind,
oder vielmehr, welchen Bedingungen dieselben zu gentigen haben, ist friiher
gezeigt worden [vgl. p. 39, 40].

Wir wollen annehmen, dicse Rechnung sei wirklich ausgefiihrt, und
es seien also &y, &, &, . ..., mithin auch ® sclber, mithin auch die Ge-
schwindigkeitscomponenten der Flissigkeit

¢ oo oo L
(5.) “='a‘;, 1)=-a§-, w=37

wirklich bekannt. Auf Grund dieser Kenninisse kann man alsdann sofort

die Integrale berechnen:
=0 0%, dxdydz,
(4) fff s Lvgl. () p- 59]
= (1. % 9% dzdydz,
ete. etc

sowie auch die Integrale:

. 0, = g/]]‘m (®,, ®,) dzdyds,

(5.) [vgl. (4.) p. 45])
O = 3 f/:/; (@, O dxdydz,

wo das Symbol (F, G) dic Bedeutung haben soll :

v o oF 0G 31' oG oF 0G

(F, G) = oz 3,,, 7y 9y + 22 8z’ [vgl (B.) p- 41].

Solches ausgefiihrt gedacht, wird alsdann die lebendige Kraft T der
Fliissigkeit den Werth haben:
(6.) T =6,+ [0,,¢*+ 20,df +---.], Llvgl(3.) p- 4],
wo der eingcklammerte Ausdruck cinc homogenc Function zweiten Grades
von o, f,... st .
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Aus diesen Darlegungen geht unmittelbar hervor, dass W, A, B,...
ferner ©,, ©,,, O,,,. ... lediglich von «, B,... (nicht aber von o', f§ ...)
abhiingen, wihrend hingegen T sowohl von den a, B,... wie auch von
den o, f, ... abhingt.

Will man nun endlich die von der Flissigkeit auf die Mem-
branen ausgetibte virtuelle Arbeit:

(1) 0L'= L,da + L,0f+ ---- [vgl.p. 11,12]
berechnen, d. i. dicjenige Arbeit, welche die in Wirklichkeit von der
Fliissigkeit auf die Membranen ausgeiibten Druclkkriifte, bei irgend einer
dwrch da, 88, ... definirten Gestalts- und Lagen-Verdinderung der Mem-
branen, leisten wiirden, so kann man sich hicbei des Hamilton’schen
Princips bedienen. Und zwar findet man mittelst dieses Princips fiir
jene Arbeit 0L die Formel:

4
(8) JS@L—8f)dt=0, [vgl. (25) p.60],

t
wo das [ die Bedeutung hat:
9) f[(=T—W—20, — (4’ + B +---), [vgl. (26.)p. 60.].
Dabei reprasentirt t, den Augenblick des Anfangszustandes und i, einen
beliebig gegebenen spitern Zeitaugenblick. Ueberdiess sind bei Antwendung
der Formel (8.) die Variationen da, 0f,... so eingerichtet zu denken,
dass sie in jenen beiden Zetaugenblicken t, und t, verschwinden. Durch
weitere Behandlung der Formel (8.) ergeben sich alsdann fiir die in 6 L
(1) enthaltenen Coefficienten L,, L, ... die Werthe:

L= 2 _ 4o

da  dtda?
. 1. (27) p. 61.
(10) L2 d s [vgl. (27)) p. 61.]
28— diog’
ete. ete.

Und diese Werthe*) lassen sich, falls man fiir [ seine eigentliche Bedeu-
tuny (9) substituirt, auch so schreiben:

R S o (-]

HT—W—20,) doT , [(0B 04 B aC
108) L="0—3 " (e —ae)+ 0 H(G—5p) 7]

(T—W—26,) daT oC 94\ ,, (oC a
= (e ) (G e )+ 0+

ete. ete.

*) Dass diese Werthe in Einklang sind mit den Anforderungen des Princips
der lebendigen Kraft, lisst sich leicht beweisen, wie spiter bei passender Gelegen-
heit gezeigt werden soll.



04 Das Hamilton’sche Prineip.

Demgemiiss wird also jeder der Cocfficienten L,, Ly, L, . .. einen Werth
haben von der Form:

(101) At (3, &'+ 2B+ F (hy @+ 2203 B+ )+ M@+ A+ ),
wo die 4, N Functionen der a, f, y,... vorstellen.

§ 17.
Weitere Bemerkungen.

Zusatz, — Ist der wvon der Flissigkeit eingenommene Raum R
einfach zusammenhingend, so verschwinden ©, wnd A, B, C,....;
sodass man in diesem Fall 2w den fritheren Formeln (20.) pag. 54 zuriick-
gelangt. Ist hingegen der Raum R mehrfach susammenhiingend, so wird
das ©, im Allgemeinen weder Null, noch eine Constante, sondern eine
wirkliche Function von «, f, ... semn.

Beweis des Zusatzes. — Fiir den Fall eines einfach zusammen-
hiingenden Raumes R kommen die Querschnitte ¢, ¢, ¢”, ... und die
Constanten x, ', x”, ... in den Bedingungen (B,.) pag. 39 in Wey-
fall; sodass also diese Bedingungen die Gestalt annehmen
20, 00, 00,

() :)l, YR =5 Stetig, und Ad®, =0, im Raume WR;
N = 0, an der Oberfliche des Raumes .

Diesen Bedingungen wird aber geniigt durch

(8. ®, = h(t),

" wo h(¢) eine unbestimmte Function der Zeit, hingegen unabhingig von
z, y, # ist. Auch erkennt man aus dem Satze (1.) p. 25, dass dieser
Werth von &, nothwendiger Weise der richtige ist. Denn neben diesem
Werthe kann, zufolge jenes Satzes, kein anderer existiren, welcher
ebenfalls den gestellten Bedingungen (a.) Geniige leistete. — Aus (f.)
ergiebt sich nun sofort [weil A(f) als Null betrachtet werden darf,
vgl. p. 40]:

90 20, 20, .
@) 52 =0 7y = 0, ;' =0, mithin auch: (®,, ®,) = 0.
und ferner: % =0, %% =0, ete. ete. -

Aus diesen Formeln (y.) aber folgt weiter:
6, == 0, [nach (5.) p. 62],
(@) {A =0, B=0, C =0, etc. cte. [nach (4.) p. 62].
Und hiemit ist der erstc Theil des Zusatzes bewiesen. Andererseits
ergiebt sich der zweite Theil desselben direct aus (7.) p. 46.
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§ 18.

Ueber einen sich leicht darbietenden Weg zur Verification der dem
Princip der lebendigen Kraft und andrerseits dem Hamilton’schen
Princip entsprechenden Formeln.

Dieser Weg besteht im Wesentlichen darin, dass man die in
jenen Formeln enthaltenen Grossen

(a) W, T, 0L, dL und L,, Ly, ----

simmtlich durch ¢ ausdriickt, und sodann, mittelst der bekannten
Elgenschaften von @, nachwelst dass jene Formeln wirklich stattfinden.
Wir wollen in diesem § zuvirderst zeigen, in welcher Weise die
genannten Grissen durch @ sich ausdriicken.
Nach der Definition der Grossen ist (vgl. p. 13 und 11):

(8) W= [, Vizdydz,
@) =3 Jffs @+ o* + w) dzdyds,
(9.) 0L =Lda+ L3+ ---
(e) dL = Lda + Lydg + - - -,
ferner:

L = [[s»Ads,
&)

L,= [/, rBds,

ete. ete.

Substituirt man nun hier fiir «, v, w, p die aus unsern Grundformeln
(1L.), (111. &) p. 19 sich ergebenden Werthe:

_9® 90 o0
=3z - oy’ - 92!

p=—e(B+ %" 4+ 7)+oHO),

und beachtet man dabei die frilher gefundenen Gleichungen (p. 8):
S g Ade =0,
J[yBds =0,

etc. ete.
_ 80 erhilt man:

L) . W= o.fffm Vdzdydez,
(2) T= f [, (®, ®) dzdyde,

Neum ann, Hydrody ische U 5
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und ferner:

Li=—e ([, (5 + %2+ 7) Adsy

B=— o[, G+ 524 7) 8
ete.

ete.

3)

Multiplicirt man ferner diese Formeln (3.) resp. mit %, ‘;—f, +++ und

addirt, so folgt mit Rilcksicht auf (&.):

R C R S  FLE Fp L

also falls man die Grundformel (I.c) p. 19 beachtet:
@) = ff,(R+ %24 v) % 4

Setzt man nun
(5.) E=gt

so muss sich auf Grund der Ausdriicke (1.), (2.), (4.), und unter Be-

nutzung der bekannten Eigenschaften der Function ¢ nachweisen

lassen, dass dieses = == 0 ist. Denn andrerseits wiirde die dem Princip

der lebendigen Kraft entsprechende Formel (5.) p. 37 unrichtig sein.
Und setzt man andrerseits

oT—w d oT
©) e R 1
so muss sich auf Grund der Ausdriicke 1), (), (3) zeigen la.ssen,
dass dieses£=—2aae" 3A )ﬁ'-}-(

ist. Denn andernfalls wﬁrden dle dem Hamllton schen Prmclp ent-
sprechenden Formeln (10.a.) p. 63 unrichtig sein.

§ 19.

Verification der dem Prhioip der lebendigen Kraft
entsprechenden Formel

Es handelt sich darum, den Ausdruck = (5.) wirklich zu bilden.
Zu diesem Zwecke ist zunichst die aus (1.), (2.) entspringende Formel:

(1) T+ W=2 [ff. (® o)+ 27)dzxdyds

nach der Zeit zu differenziren.
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Will man nun aber ein Integral von der Form (7.), d. i. von der Form:

@ I =[[[, fdedyds, wo f=[(z,9,%¢p...d,8,..)

nach der Zeit differenziren, so ist zu beachten, dass das gegebene mate-
rielle System sich in Bewegung befindet, mithin Gleiches z. B. auch gilt
von dem Integrationsraum $R. Bezeichnet man die Lage und Gestalt
dieses Raumes in den Augenblicken ¢ und ¢ 4 dt resp. mit % und &',
und den Werth des betrachteten Integrals in diesen Augenblicken mit
J und J + dJ, so wird also:

®)  J= fffﬁ fdzdydz,

@ aF=[f _fazayds+ ([} (gf i) dzdyds,
wo
@ §—f=§—£a'+§—§ﬁ+---+§—§a"+;_g,ﬁ'+...

Sind §, %, £ und & 4 d§, n + dn, ¢ + d¢ die Coordinaten irgend eines
Membranelementes do zu den Zeiten ¢ und ¢ 4 d¢, so wird die Grenze
des Raumes &R in der Richtung der auf d¢ errichteten (von der Fliissig-
keit, d. i. von R abgewendeten) Normale N wihrend der Zeit d¢ um
eine Strecke dN vorricken, welche den Werth hat:

(e) dN=d§cos (N,z)+ dncos(N,y) + dg cos (N, 2);
so dass also nach (8.) pag. 17 dieses

o

ist. Das erste Integral in (c.), welches sich ausdehnt iiber den schaalen-
formigen Raum ® — R, kann nun, unter Anwendung dieses dN, so ge-

schrieben werden:
S fANda,

die Integration hinerstreckt gedacht tber alle Oberfiichenelemente do
des Raumes . Demgemiiss nimmt jene Formel (c.), falls man sie durch
dt dividirt, und fir J seine eigentliche Bedeutung substituirt, die Ge-
stalt an:

@) ,,,fff fdwdydz—fff o ([ o azayds.

oder, falls man fir dN seinen Werth (f ) einsetzt, folgende Gestalt:
® g5 [, fdwdvdz = (1 135 do+ (. % azayas.

Differenzirt man nun die Gleichung (7.) nach der Zeit, so erhilt
man nach Vorschrift der Formel (h.):

© =5 Uy (004 R ae+ 1], 252 i
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denn es ist zu beachten, dass das Potential ¥ von ¢ unabhingig ist.
Das letzte Integral dieser Formel (8.)

_/Jf (@, ¢)da:dydz=2£/:/;( , at)dwdydz——2fff 557 ¢) dzdydz

kann offenbar behandelt werden nach Vorschrift der Formel (§) p. 42,
und verwandelt sich alsdann in das Oberflichen-Integral:

0o 6¢
| 2 [fao ¢
Jene Formel (8.) nimmt somit die Gestalt an:
dT+W) e pp N LAY
© = (e + 225K
Nach (4.) ist aber:
arL e o0 eo
10) F=—2 (T (222 + (©,9) +2¥) {2 as;

und substituirt man diese Werthe (9.), (10.) in (5.), so erhiélt man
(11.) Z =0 Q. e d.

§ 20.
Verification der dem Hamilton’schen Princip entprechenden Formeln.

Es handelt sich hier [vgl. pag. 66] um die Berechnung des Aus-
druckes

(L) =L — "5 Tiisa

wo T, T— W und L, die Werthe haben:

@) T= "7 [[[q(® 0)dedydz,

(3. T— W=7 [[[; (@ 0)—2V) dzdyde,

(4) L=—"2[1, ((¢¢)+21+2 )Ad

Dabei sei sogleich daran erinnert, dass ® und (®, ®) sich so aus-
driicken lassen (vgl. p. 39):

®.) O=0, 4 b0’ + O + by ... T .
(6. (B, ®) = (D, &) + 2(by, §,) & + 2(y, B;) f' + - - -

+ (d)u (Dl) «? + 2(¢17 ¢2) a'ﬁ’ +---
Um nun das £ (1.) wirklich zu berechnen, sind die Integrale (2.), (3.)
partiell nach «, resp. nach « zu differenziren.
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Will man nun aber ein Integr;zl von der Form

(a) J=fff,n/dxdydz} w°f=/(xry75a)ﬂ)"'a,:ﬁl:"')

partiell nach « oder « differenziren, so ist zu beachten, dass die augen-
blickliche Lage und Gestalt des Integrationsraumes ® von a, nicht aber
o abhingt. Demgemﬁ.as ist z. B.:

(b) aa . [’/‘]‘ fdzdydz= [’ [' /’ , dzdydz.

Was andrerseits die Differentiation nach « selber betrifft, so erhilt man
analog mit (g.) p. 67 die Formel:

© aaf/T fazdyds— [f. N ao s+ (1T, I azaya.

Dabei bezcichnet da den der Vaviablen « ertheilten Zuwachs, und dN
diejenige Strecke, um welche, in Folge dieses Zuwachses, die Grenze des
Raumes R in der Richtung der auf de¢ errichteten Normale N vorrdickt.
Dieses dN hat daher den Werth:

dN = (35 cos (N,z) + 5% cos (N, ) + a—f cos (N,z)) de,
und kaon somit, nach (5.) p. 7, auch so ausgedriickt werden:

dN = Ade.
Dies in (c.) substituirt, erhilt man:

8«,[f fdxdydz— /1 fAde + /TT da:dydz

Nach Vorschrift dieser Formel (d.) ergiebt sich nun aus (3.):

(1) 2= e L[ (@, 0) —2V)Ade + [, 25D dzayas);

denn es ist zu beachten, dass ¥V von « unabhiéngig. Andrerseits er-
giebt sich aus (2. na.ch Vorschrift der Formel (b.):

AL

o 0(0, ¢ . .
oder weil 2029 _ o (w, 20) d i =2(6,®,) ist [vgl. (5)]:

7~ L (17, 2(,0,) dzdyas.

Um nun weiter von diesem Ausdrucke den vollstindigen Differential-
quotienten nach der Zeit zu bilden, hat man zu verfahren nach Vor-
schrift der fritheren Formel (h.) p 67. Man erhilt alsdann:

(8) ; 3_1;=% {;[/;! 2(“’»‘1’1) N ~ do +fff 2a(¢ ) d:cdydz]

.
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Die in (7.) und (8.) enthaltenen Raum-Integrale -
JI7. 2.9 gzayaz = [ [, 2 (»33, ¢) dzdyde,
SIf 2282 azayas = (T (2 (G5, @) + 2 (52, ©)) dzdyds

kdunen behandelt werden nach Vorschrift der Formel (§) p. 42. Man
erhilt alsdann:

fff o(o, 0) dzdydz = [f 2 g: Z:
SIS 2a(°°)ddedz — 15 525 R)as

Substituirt man diese Werthe in (7.), (8.), und multiplicirt man zu-
gleich die Formel (7.) mit — 1, so folgt:

) U] (_M+V)Ada+jfm( 6},

ao0T o0, 00
E?W=9{£/;t(¢r¢l)and“+ff (Gen+ 5 55) ao }
denn es ist zu beachten, dass _8__ = A [vgl. (B,.) p. 39)]. Nun ist

ferner nach (4)
= oS (- &2 - v — 5 naa

Addirt man jetzt die drei letzten Formeln, so folgt mit Riicksicht
auf (1.):

@ t=offu(@e)+52— 5% as—o [I, (®,0) Ada.

Nun ist, wie mit Riicksicht auf (5.) sich leicht ergiebt:
(&, ) = (¥, D) + (@, &) & + (@, Py) f + (¥, 05) ¥ - --

0o, oo, X oo, ,
AT ol o+ —‘ﬁ"l' A
20 o0, 3¢ . am, 20, ,
da Oa ' l I a ! I e ? te

Ausserdem ist
——-==Aa +Bfg 4Ty +-- [vgl. p. 18]
und endlich ist nach (6.)

(@, )= (D, ) + 2(d,, D) & + 2(0,, @) + -+
+ ((bu ¢1) o? + 2(¢n Q’l) a'ﬂ, + cee
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Substituirt man diese Werthe in (9.), so erhdlt man fiir £ eine
Formel von der Gestalt:

(10, tE=o [f, Fdo,
wo das F' die Bedeutung besitzt:
09, ) ) )
[(¢1; (bo) - ‘37] 0 (q’m ¢o)
+ (&, 9,) o +Ad +2(®, @) & + 2(0,, 9,) f

@00+ 5% 2 ]gt 1 BE |~ 4 20000y +eteote. (A

@0+ 52 -2y | |+ ry| [+@n0)e"
-+ ete. ete. J \Fete.] (+ 2(d,P,)a f + ete. ete.

Substituirt man jetzt dieses F' in (10.), und ordnet nach den o', §,
'y ++ -, 8o erhilt man fir § einen Ausdruck von der Form:

(11) =G+ G+ Gf + Gyy' +---
+ G, 0+ Guo'f - -
wo die G leicht angebbar sind, nimlich die Werthe haben:

(12) G,=—o¢ ffw (%, ®y) Ado,
13) & =e [1; (@, 0) — 52]A—2(0,,0,)A) s,

14) G =c f1, (@, 0) —32]B—2(0,, &) A)ds,
~ete. ete. ‘ete.

(15) Gy, =0,
16) Gy=0 [, ([(@,0)+ 50 — T2 ]A+(®,0,)8 —2(0,,)A)ds,
ete. etc. ete.

a17) G22=(’fj;‘([(¢n ®,) + %% - %] B — (&, d,) A) do,

@18, G23=9f‘/;t ([(‘bu b,) + aaipl — %’ r

20, 90
+[@, 0 + 5 — 2] — 2(0,,0,) A) ds,
ete. etc. ete.
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Weitere G’s braucht man offenbar nicht anzugeben. Denn bei unserer
ganzen Betrachtung nimmt die Gruppe
(1, a, A)

d. h. der Index 1 und die ihm beigeordneten Grdssen a, A eine bevor-
zugte Stelle ein gegeniiber den Gruppen

(2,8,B), B,7,N, (4,8, 4), et ete.
withrend diese letzteren Gruppen einander villig parallel stehen. Be-

zeichnet man also mit j, k irgend zwei vom 1 verschiedene Zahlen, so
sind erstens

alle G’j analog mit G, G, (nicht mit G,);

und ferner sind alsdann
alle Gy; analog mit G4,
alle G; analog mit Gy
alle G, analog mit G,,.

Um nun die G’s wirklich zu berechnen, und in solcher Weise das
unbekannte § (11.) zu finden, sind weitere Untersuchungen anzustellen.
Wir werden der Reihe nach zuerst G, sodann die iibrigen G mit nur
einem Index, endlich die G mit doppeltems Index in Betracht ziehen.

Berechnung von G,. Nach (d.) p. 69 ist:

om [, (@0 ®0) dzdyds= [ (@) Ado+ [ 252 dzdyas.

Das letste Integral dieser Formel kann auch so geschrieben werden:

f [] ( )da:dydz,

oder nach (&) p. 42 auch so:
30 3¢
f/ 2%« o ¢
und hat daher, well =0 ist [vgl. (B,.) pag. 39], den Werth Null.
Somit folgt:

0 t¥s)
S, @, @) Ado = = [’ (@, &) dzdyds,
also nach (12): )
Go=— 0 35 [ [, (®0: ®) dzdydsz,
oder was dasselbe ist:
(19.) = — g 98y

8«’

wo O, das erste Glied im Ausdruck der lebendigen Kraft T vorstellt
[vgl. (4.) p. 45].
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Berechnung der iibrigen G mit einfachem Index. — Nach (d.)
p. 69 erbilt man die Formel:

2 S @0 ®)dzayaz= [ (@, 0)Ada+ [ff, 25 2% duayds, j=1,23,-

deren linke Seite, zufolge (G.) p. 43, verschwmdet; sodass also die For-
mel die Gestalt annimmt:

/f(¢o,¢;)Ad6=—,fff ((aa, )+ (a?}', ¢o))dxdydz,j=l,2,3,---

Hleraus aber folgt, falls man die rechte Seite nach Vorschrift der
Formel (£) p. 42 behandelt:

S 000 A== (1% a0 [, 5250 ao), =125,

0,

Setzt man hier das j successive = 1, 2, und beachtet, dass —=O
ac'i = A, % = B ist, so erhilt man:

(=.) ff (D, @ )Ada__._/'maa";o/\da /'f (®,,, )Add——[ﬁaao Bdo.

Aus der letzten Formel aber ergiebt sich, falls man 1, ¢, A mit
2, B, B_vertauscht:

(e) s (o ®,)Bdo= f”ﬁ"Ada.

Mit Riicksicht auf (z.) und (p.) nehmen nun die Formeln (13.), (14.)
die Gestalt an:

(6') Gl = 01

20, 20,
(r.) G9=Q'/:/; a—aB oA)dG
Nun ist nach (d.) p. 69:

0 o9, 090, 00,
() 54 [T % op Grdyds _.[.. % 2 Mo +/T/;t dasg txdyde,
also, falls man a, A mit f, B vertauscht:

(9.) 5373 /T R aat" dzdyds = f ® aat“ Bdo +ff ”a ‘g‘k dzdyds.

Aus (v.) und (@.) ergiebt sich aber durch Subtraction eine Gleichung,
mittelst deren die Formel (z.) folgende Gestalt annimmt:

(1) Gy ==p(?p'[[ 02 awdyds — L ([, 5% azayaz) =24 98,

wo A, B die frither [in (4.) p. 62] festgesctsten Bedeutungen haben.
Analoge Werthe findet man fiir Gy, G,, ... [vgl. die Notiz p. 72, oben];
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so dass man also fir die G mit cinfachem Index, nach (¢.) und (1.)
folgende Ausdriicke erhilt:

¥ - d4d JB 04 ocC
(20.) 6‘1=O, (J'2=-a—'ﬁ-'—-a—a, Gs=—a—y'—'a—a, ete. ete.

Berechnung der G mit doppeltem Index. — Setzt man:
J= [[[, ®dzdydz, j=1,23,...
so ist nach (d.) p. 69:

/f(b,Ada—{—f]'T ’dzdydz, j=1,23,.

Das erste Integral der rechten Seite kann nun, weil*A = —3% ist, auch
so geschrieben werden:

[’[ 2 aN' do, j=1,2,8-
oder nach (.) p. 41 auch so:

S[S, @;,®) dzdydz, j=1,2,3,--
Somit folgt: ,
oJ » 0o, .
Ja =_/:[/; (((Di’ (DI) +’a‘;z) dzdyds, j= 1) 27 3: ot
Differenzirt man dieses Integral von Neuem, und zwar nach f, so er-
hilt man, und zwar wieder nach Vorschrift der Formel (d.) p. 69:

KA (CRSERAQ - FERy W Sk °)+aa";’p)dxdydz,, 1,23

Das eine der hier auftretenden Integrale ldsst sich so darstellen:

3( 0)
f./:f — dz dydz—-fff ( ap’ ap,dy)d:cdyd:,
60 oo, 30 3‘D
=Jf (aﬁ w T 8 T da,

wie sich solches leicht ergiebt mittelst (3.) p. 41. Substituirt man
diesen Werth und beachtet, dass %—N— = A ist, so erhdlt man:

03J oo, 0
5008 — s ((“’J"")B"‘ 7.8+ ap”H‘ 7 3N)d o+

+ {I/;‘a apdxdydz, j=123,...

Denkt man sich von dieser Formel diejenige subtrahirt, welche
entsteht, wenn man J umgekehrt zuerst nach f, und dann nach «
differenzirt, so gelangt man zu folgendem Resultat:

© S (@ 008+ 75 g)te= 1 (@reort 52 55) da, i=1,23,
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Setzt man hier j = 1 und beachtet, dass % = A ist, so folgt:

y S (- (¢1:¢z)+ s 2%]a 4 (@, ,)B) do = 0.
Nun ist nach (15.):

(21) Gy, =0;

andererseits aber folgt aus unserer letzten Formel (g.), dass das in (16.)
angegebene .

(22) G,; ebenfalls =0

ist. — Setzt man ferner in (f.) das j = 2, und beachtet, dass % =B

ist, so folgt:
Lo (@0 00 + 5 — 2B — (@, 0 A)ds =,

woraus mit Riicksicht auf (17.) sich ergiebt, dass
(23.) Gy = 0.

Setzt man endlich in (f) das j = 3, und beachtet, dass %% =T ist,
so folgt:

ff ((q’s} 1)B+a¢' l')d¢=ff (((Ds. ¢,)A+a¢’ r)dg

oder falls man 2, #, B mit 3, , I' vertauscht:

ff ((‘Ds: o)r + 29, B)d6=f/‘ (((D,, )A+a¢’ B) de.

Durch Addition dieser bexden letzten Formeln folgt:

ff ([(¢.,¢a)+aa ]F +[(¢u¢s)+a¢' %]B-2(¢,,¢,)A)d¢=o;
und hieraus folgt mlt Riickblick aunf (18.):
(24.) Gy = 0.
Zusammenfassung. — Die soeben erhalténen Formeln (21.), (22.),
(23.), (24.) zeigen, dass die G's, mit doppeltem Index simmitlich ver-
schwinden, so dass man also fiir die Grosse § (11 .), durch Substitution

der in (19.), (20) fir G,, G,, G, Gs, G,, ...., erhaltenen Werthe,
den Ausdruck erhilt:

R G- e+G-5)r+-
. €. B
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§ 21.
Ueber die Bewegung eines starren Korpers im Innern einer
incompressiblen Fliissigkeit.

Wir beginnen mit gewissen allgemeinen Ueberlegungen. Ist die
gegebene Fliissigkeit von beliebig vielen und beliebig sich bewegenden
Flichen begrenzt, und iiberdiess der Einwirkung #usserer Krifte aus-
gesetzt, deren Potential V' = V(x, y, 2) als eine gegebene Function
der Coordinaten sich darstellt, so wird die Fliissigkeit, falls sie in
irgend einem Augenblick wirbelfrei sein sollte, fortdauernd wirbelfrei
bleiben. Dieser schon friiher (p. 15) constatirte Satz ist an die Vor-
aussetzung gebunden, dass keine Reibung stattfindet, weder innere noch
#ussere. o

Demgemdss wird also ¢. B. das Wasser in einem Glase, falls das-
selbe zu Anfang in Ruhe, mithin wirbelfrei ist; durch Umriihren mit
einem Stabe niemals in wirbelnde Bewegung gerathen kinnen, — vor-
ausgesetzt, dass die Reibung als Null betrachtet werden soll. Dieser im
ersten Augenblicke sehr sonderbar erscheinende Satz fordert zu einer
genaueren Controle auf, und namentlich zur Beantwortung der Frage:
welcher Art denn die Bewegung sei, die unter den genannten Umstinden
entsteht.

Zu diesem Zweck wollen wir einen starren Korper im Innern der
Fliissigkeit in kreisformiger Bahn herumlaufen, oder (besser ausgedriickt)
um eine feste Axe sich drehen lassen. Zuvor aber wird es zweckmissig
sein, den Fall einer fortschreitenden Bewegung des Korpers ins Auge
zu fassen. Dabei mag der Einfachheit willen, im einen wie im andern
Falle, angenommen werden, dass die gegebene Fliissigkeit nach allen
Seiten ins Unendliche reicht, dass sie nimlich pach Aussen hin be-
grenzt sei
(1.) von einer unbeweglichen Kugelfliche 6, deren Radius unendlich
gross ist, und deren Mittelpunkt irgendwo im Endlichen liegt.

§ 22.
Erster Fall: Der starre Korper befindet sich im Innern der Fliissig-
keit in einer blos fortschreitenden Bewegung.

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Durch irgend welche Vor-
richtungen sei die Beweglichkeit des Korpers in solcher Weise be-
schrinkt, dass er nur sich selber parallel in der Richtung der z-Axe
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fortschreiten kann*). Abgesehen von den Druckkriften, mit welchen
Korper und Fliissigkeit gegenseitg aufeinander wirken, mégen noch
gegebene dussere Krifte vorhanden sein, welche theils auf den Korper,
theils auf die Fliissigkeit influiren. Was die auf den Korper aus-
gelibten &usseren Krifte betrifft, so mag die Summe ihrer z-Compo-
nenten mit X bezeichnet sein. Und was andererseits die auf die
Fliissigkeit einwirkenden &usseren Kriifte anbelangt, so mag ihr Poten-
tial V= V (2,9, 2) heissen.
Ausserdem sei gegeben der Anfangseustand des Korpers, und eben-
80 der der Fliissigkeit, und zwar letzterer als ein wirbelfreier. Es soll
die unter diesen Umstinden stattfindende Bewegung des Korpers niher
untersucht werden. Dabei mag die Gestalt des Korpers eine beliebige
sein, etwa die einer Kugel, eines Ellipsoids, eines Ringes, u. 5. w.
Bemerkung. — Was den als wirbelfrei vorausgesetzten Anfangs-
zustand der Flissigkeit betrifft, so sind zwei Fiille zu unterscheiden, je
nachdem der von der Flissigkeit eingenommene Raum R einfach zu-
sammenhiingend ist, oder nicht. Im erstern Fall ist nimlich der An-
fangezustand der Flissigkeit durch den des Kdrpers bereits mitbestimmt
[vgl. die Sttze (2.), (8.), (4.) p. 26]. Im letztern Fall hingegen wird der
Anfangszustand der Fliissigkeit erst dann bestimmt sein, wenn ausser
dem Anfangszustande des Kdrpers noch gewisse durch den Anfangs-
zustand der Fliissigkeit charakterisirte Constanten x, x’, x”, ... gegeben
sind [vgl. die Sitze (2.), (8.) p. 81].

Denkt man sich im Innern des Korpers einen bestimmten Punct
(etwa seinen Schwerpunct) markirt, und die z-Coordinate dieses Punctes
mit g, ferner die Masse des Korpers mit M bezeichnet, so ergiebt sich
fir die Bewegung des Korpers die Differentialgleichung:

(2) MEE_X 14 X,

wo X die schon genannte Bedeutung hat, wilhrend X* die z-Com-
ponenten derjenigen Wirkungen vorstellen soll, welche auf den Korper
ausgeilbt werden durch den Druck der umgebenden Fliissigkeit.

Mittelst dieser Gleichung (2.) ist r zu bestimmen als Function
der Zeit ¢ Nehmen wir vorliufig an, diese Function r = f(¢) wire
bereits bestimmt, und der Kérper bewege sich also nach Massgabe der
Gleichung g = f(¢) in vorgeschriebener Weise, so kinnen wir sofort
alle Sitze und Formeln unserer allgemeinen Theorie in Anwendung

*) Man kann sich z. B. den Korper durchbohrt denken von zwei einander
parallelen unendlich langen und unendlich diinnen Drihten, deren Lage abgolut un-
beweglich ist. Und man kann demngemiss sagen, der Korper sei beweglich lings
eines gegebenen festen Geleises.
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bringen. Statt der beliebig vielen Parameter «, 8, 7, 8, ..., von denen
in der allgemeinen Theorie die Rede ist, haben wir dabei im gegen-
wirtigen Fall nur einen Parameter, bezeichnet mit r¥*).

Wir wollen insbesondere das Princip der lebendigen Kraft:

a(T+v dL
(3) __(_djt'_V_) = - a0’ (vgl. p. 37),

anwenden; wo T die lebendige Kraft der Fliissigkeit, W das auf sie
einwirkende Gesammtpotential, und dL die von ihr wihrend der Zeit
dt auf den Korper ausgetibte Arbeit vorstellt. Diese Arbeit dL besitzt
offenbar im gegenwirtigen Fall den Werth:

4) dL = Xrdy,

wo dg den Zuwachs der Coordinate y wihrend der Zeit d¢ bezeichnet.
Ferner ist:

6. T—8,+6, (‘;—‘t)’; (vgl. p. 45).

Die Grissen 6, und ©, hingen im gegenwirtigen Fall lediglich von
r ab, d. h. sie hingen lediglich ab von der relativen Lage des Korpers
sur Kugelfliche 6, (1.). Diese relative Lage aber bleibt, weil alle
Puncte jener Kugelﬂa.che unendlich fern .sind, stefs dzeselbe Folglich
sind 6, und O,, Constanten. -

Ferner gilt fir W die Formel:

(6.) W=o¢ [[[, Vdzdydz, (vgl p. 13),

die Integration erstreckt iiber alle Volumelemente dzdydz des von der
Fliissigkeit eingenommenen Raumes R. Nun kann aber gesetzt wer-
den: R=R_ — N, falls man nimlich unter R_ den ganzen Innen-
raum der Kugelfliche o,, andrerseits aber unter R; den Innenraum
des gegebenen Korpers versteht. Demgemiiss kann die Formel (6.)
auch so geschrieben werden:

(1) W=e [[[s, Vizdydz — e [[f, Vdzdyde.
Offenbar ist das erste dieser beiden Integrale eine Comstante:

() e [[[s. Vizdydz = C.
Bezeichnet man ferner den Werth des zweiten mit Wi:
() o S/, Vaxdyde = Wi,

*) Auch im Folgenden werde ich die Parameter «, 8, v, 9, ..., durch welche
die augenblickliche Lage der die Fliissigkeit begrenzenden Flichen sich bestimmt,
bei speciellen Anwendungen stets mit deutschen Buchstaben (wie g, 9, 3, 8 ete. eto.)
bezeichnen.
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so reprasentirt offenbar W/ dasjenige Gesammtpotential, welches die
dem Potential ¥ entsprechenden iussern Krifte auf den betrachteten
starren Korper ausilben wiirden, falls seine Materie identisch wire mit
derjenigen der gegebenen Fliissigkeit. Durch Substitution der Werthe
(a.), (B.) in (7.) erhdlt man: :

8. We=0C— W,
mithin:

aw aw/’ oW/’ dg dx
®) K2 iy Talr TR T8

wo alsdann X/ die 2-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche
die dem Potential V entsprechenden Kriifte auf den Kdrper ausiiben
sovirden, falls seine Materie identisch wire mit derjenigen der gegebenen
Fltssigkeit.

Substituirt man die Werthe (4.), (5.) und (9.) in die Formel (3.),
so erhilt man:

d d
(10, g}(eo‘i‘eu )+X -———Xf’d’i,
also weil ©, und ©,, Constanten sind:
(11) 20, SE=— X/ X».

Substituirt man endlich den hieraus fiir X* sich ergebenden Werth in
(2.), so folgt: )
(12) (M + 2911) d—t* =X-—- X

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, welche unter sonst
gleichen Umstimden fiir die Bewegung des Korpers im leeren Raum
gelten wiirde, d. 1. mit der Formel:

M¥i_x
d‘! ?
so bemerkt man einen doppelten Unterschied.

Einerseits nimlich ist cine dem Princip des Archimedes entsprechende
Verminderung der einwirkenden Kraft eingetreten, indem X in (X — XY)
sich verwandelt hat. Und andererseits ist eine Zunahme der Tragheit des
Korpers eingetreten, indem M in (M + 20,,) tibergegangen ist.

Dabei bezeichnet ©,, eine stets positive Constante, die lediglich
von der Gestalt des gegebenen Korpers abhingt; wie solches sich leicht
ergiebt mittelst der Formel (4.) p. 45 und mittelst der Formel (B,),

(By), (By), ete. p. 39.
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Beildufige Bemerkung. — Wirken von Aussen her kesnerlei Krifte ein,
weder auf den Korper noch auf die Fliissigkeit, ist also X == 0, ebenso
V = 0, mithin auch X’/ = 0, so folgt aus (12.):

aly dg
=0, di Ft-=Const.

Ist also der Korper im Innern der F lissigkeit lings eines festen Geleises
beweglich, und wirken von Aussen her keinerlei Krifte ein, so wird er
seine anfingliche Geschwindigkeit tn infinitum besbehallten, mithin in
- gleichen Zeiten gleiche Strecken durchlaufen.

Von der in (12.) auftretenden Kraft X/ haben wir eine deutliche
Vorstellung (ndmlich insofern, als sie dem Princip des Archimedes ent-
spricht), nicht aber vom Werthe der Constanten ©,,, Will man die
Constante ©,, berechnen, so muss man zuniichst die Bewegung der
Fliissigkeit kennen. Dies aber lisst sich in speciellen Fallen wirklich
erreichen, so z. B., wenn

der gegebene Korper eine Kugel ist. Alsdann nimlich wird der
von der Fliissigkeit eingenommene Raum R einfach zusammenhéngend
sein. Und demgemiss ergeben sich in diesem Kall zur Bestimmung
des Geschwindigkeitspotentiales ® der Fliissigkeit folgende Bedingungen
[vgl. p. 256%)]:

(13) o, g—: g—;, 30 strtig, und A® =0, im Raume R;

(14.) g: de ; cos (N, z) + : cos (N, y) + (cos N, £), an der Ober-
fliche von .
Die Oberfliche des Raumes R besteht theils aus der festaufgestellten

Fliche o, (1.), theils aus der Oberfliche ¢ der in der Richtung der
z-Axe fortschreitenden Kugel. Fiir ein Molecil §, #, { der Fliche o_

sind daher die Differentialquotienten g—f, ?1_2’ %ﬁ— simmtlich Null;
withrend fiir ein Moleciil &, %, ¢ der Fliche ¢ nur %’t’, % verschwin-

den, %i aber = “% ist. Substituirt man diese Werthe in (14.), so er-

hilt man:
(16.8) 2% — o, fir die Fliche o,
) oN
(15.6) 9% =% cos (N, z), fur die Fliche o,

*) Wir fibren dabei die Bedingung (I. ¢) p. 26 hier in derjenigen Gestalt
auf, welche ihr in (6.) p. 18 zu Theil geworden ist.
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wo das bezelchnet werden kann als die gemeinschaftliche Geschwindig-

keit, mit welcher alle Molecille der Kugel in dem betrachteten Zeit-
angenbhck fortschreiten.

Es handelt sich nun darum, das durch die Bedmgungen (13.) und
(15.a,b) bestimmte Geschwindigkeitspotential ¢ wirklich zu berechnen;
was mittelst der Theorie der Kugelfunctionen sich leicht bewerk-
stelligen lasst.

Um die Vorstellung zu fixiren, wollen wir unter ¢ die z-Coordinate
des Kugelmittelpunctes verstehen, und iiberdiess die z-Axe von solcher
Lage uns vorstellen, dass dieser Punct gerade auf der z-Axe liegt, und
lings derselben fortschreitet. Ueberdiess mag der Kugelradius R
heissen. Alsdann ergiebt sich mittelst der genannten Theorie fiir das
Geschwindigkeitspotential ® an irgend einer Stelle (z, y, #) der Flissig-
keit folgender Werth:

R® dg cos (r, =
(16) - - L
wo r die Lange und Richtung einer vom Kugelmittelpunct nach (z,y, 2)
laufenden Linie bezeichnet.

Der Kiirze willen werde ich_die eigentliche Ableitung der Formel
(16.) hier nicht mittheilen. Vielmehr werde ich mich darauf beschrinken,
die Richtigkeit derselben nachtriiglich zu verificiren, nimlich zu zeigen,
dass sie den zu erfillenden Bedingungen (13.) und (15. a, b) wirklich
Gentige leistet.

Differenzirt man die Formel (16.) nach r, so folgt:

d; cos (r, z)
3
(@) 3— =R r?
Dieser Differentialquotient hat daher auf der Kugeloberfliche g, d. i. fir
r == R den Werth:

oo
. o = —— ; cos(nz
@) or ), = 2 cos (. 2)
Und diese letzte Formel kann man offenbar auch so schreiben:
oo d
() P 7}‘ cos (v, z), auf o;

wo » die auf ¢ errichtete, in die Flissigkeit hineinlaufende Normale
vorstellt. Endlich kann man auf beiden Seiten der Formel die Normale
v mit der entgegengesetzten (der Flissigkeit abgewendeten) Normale N
vertauschen; und erhillt alsdann die zu beweisende Formel (15. b).

Man kann nun ferner den Werth von ¢ (16.) auch so schreiben:

@) G —— B dt z—1,

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. (]
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woraus folgt:

o0 R’d_g(g(m—g_)’_ 1)
’

U= %z=""2 at 5 poc

) v=%—‘;_l2‘i‘2_§3(ﬁ—r§2g,
L

Hieraus folgt, dass ?;b s ?;;; %d, fir r = 0o verschwinden, dass mit-

hin der zu beweisenden Gleichung (15. a) ebenfalls entsprochen wird.

Endlich ergiebt sich aus (z.) leicht, dass die Function ® auch dem
Bedingungen (18.) Geniige leistet- @. e. d.

Beilinfige Bemerkung. — Denkt man sich im Kugelmittelpunect einen
kleinen Magneten, dessen Axe mit der z-Axe zusammenfillt, so wird
dieser Magnet auf einen an der Stelle (z, y, z) befindlichen Magnetpol
eine Kraft ausiben, deren Componenten, bis auf einen constanten Factor,
identisch sind mit den in (z, y, z) vorhandenen Geschwindigkeitscom- -
ponenten u, v, w. Solches ergiebt sich leicht aus den Formeln (d.)
und (e.).

Nachdem ¢ gefunden ist, ergiebt sich jetzt die lebendige Kraft T
der Fliissigkeit mittelst der Formel:

(17.) T==% [f[, (®, &) dzdyds, [vgl. (2) p. 44],

einer Formel die auch so geschrieben werden kann:

) T=2%(ffo%%as+ [ 02 ds,), tvgh () p 41,

die eine Integration ausgedehnt iiber alle Elemente der Kugeloberfliche
o, die andere iber alle Elemente der unendlich fernen Fliche o_.
Hieraus folgt mit Ricksicht auf (15. a, b):

(19) T ff¢( %% cos (B, 2)) do,

also durch Substitution des Werthes (16.)

(20) 7= (%) [J cost (B, 2) o,

oder, weil das hier auftretende Integral (wie man leicht findet)
= 231 R? ist:

(1. T ="K (jf)



Erster Fall: Fortschreitende Bewegung. 83

Und hieraus endlich ergiebt sich durch Vergleich mit der frither an-
gegeben allgemeinen Formel (5.), dass die Constanten ©, und ©,, fiir
den Speciallfall der Kugel folgende sind:

(22.) 6,=0, 6,=

e R®

3
Die in (12.) auftretende Constante 20,, ist somit nichts Anderes als
die Hilfte derjenigen Fliissigkeitsmasse, welche im Raume der ge-
gebenen Kugel Platz finden wiirde. (Vgl. Kirchhoff's Vorl. iiber Math.
Physik, 1876, p. 244.)

§ 23.

Zweiter Fall: Der starre Kdrper befindet sich innerhalb der
Fliissigkeit in Rotation um eine feste Axe.

Dabei mag der Korper von beliebiger Gestalt, und sein Abstand
von der festen Drehungsaxe beliebig gross sein; und diese Axe mag
identisch sein mit der z-Axe des Coordinatensystems.

Im Uebrigen machen wir dieselben Voraussetzungen wie zu An-
fang des vorhergehenden § (p. 77). Was insbesondere die auf den
Korper von Aussen her einwirkenden Kriifte betrifft, so mag das
Drehungsmoment, mit welchem dieselben den Korper um die z-Axe
zu drehen bestrebt sind, D genannt werden.

Fir die Bewegung des Korpers ergiebt sich alsdann die Diffe-
rentialgleichung:

dl
(23, M%3 =D+ Dr,

wo 8 den Drehungswinkel, M das Triigheitsmoment des Korpers, und
Dr das Drehungsmoment derjenigen Wirkungen vorstellt, welche auf
den Koérper ausgeitbt werden durch den Druck der umgebenden Fliissig-
keit. Um dieses Drehungsmoment D? niher zu bestimmen, bedienen
wir uns des Princips der lebendigen Kraft:

a (T w dL
(24) dAEW) 4L (gl p. 37).

Die wihrend der Zeit d¢ von der Flissigkeit auf den Korper aus-
gelibte Arbeit dL hat im gegenwirtigen Fall den Werth:
(25.) dL = Drds,
wo d8 den der Zeit dt¢ entsprechenden Zuwachs von & bezeichnet.
PFerner ist

ds\?
(26) T—=0,+0, (%), [vg.p 15)
6.
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Die hier auftretenden Grossen ©, und ©,, hiingen lediglich von 8 ab,
h. h.: Sie biingen lediglich ab von der relativen Lage des betrachteten
Korpers zur Kugelfliche 6, (1.) Diese relative Lage aber bleibt, weil
jene Flache unendlich fern ist, stets dieselbe. Folglich sind ©, und ©,,
Constanten. — Endlich ist:
(217.) W=C— Wi
wo C und W/ dieselben Bedeutungen haben wie frither in (8.). Aus
(217.) folgt sofort:
aw aw/’ oW/ ds ds

(28) W aw T wa— P
wo alsdann D/ dasjenige Drehungsmoment vorstellt, welches die dem
Potential ¥ entsprechenden dusseren Kriifte auf den betrachteten Karper
ausiiben wiirden, falls seine Materie identisch wire mit der der ge-
gebenen Flissigkeit.

Durch Substitution der Werthe (25.), (26.) und (28.) in die For-
mel (24.) folgt:

ds .
(29.) at (e + 6n (dt) )+ DG dz —Dr 3,
also weil ©, und O,, Constanten sind:
(30.) 26ll dt’ = — IV — D>,

Substituirt man endlich den hieraus fiir D? sich ergebenden Werth in
(23.), so folgt: ,
(31, M+20,)%% =D D

Vergleicht man diese Formel mit derjenigen, welche unter sonst
gleichen Umstinden fiir die Bewegung des Korpers im leerenm Raume
sich ergeben wiirde, d. i. mit der Formel:

H
d5=D’

M3Za
so bemerkt man einen doppelten Unterschied.

Einerseits nimlich ist eine dem Princip des Archimedes entsprechende
Verminderung des Drehungsmomentes cingetreten, indem D sich in (D — Iv)
verwandelt hat. Und andererseits ist ein Zuwachs des Trigheitsmomentes
entstanden, indem M in (M + 20,,) sich verwandelt hat.

Dabei sei bemerkt, dass die Constante ©,, stets positiv ist, und
lediglich abhiingt von der Gestalt des gegebenen Korpers; wie solches
sich leicht ergiebt mittelst der Formel (4.) p. 45 und mittelst der
Formeln (B,.), (B,.), (B;.), ete. p. 39.
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Beildufige Bemerkung. — Wirken von Aussen her keinerles Krifte ein,
ist also D = 0, ebenso ¥V = 0, mithin auch D’ = 0, so folgt aus (31.):
a8 _ o
a7
so dass also in diesem Fall die Rotationsgeschwindigkeit des Kdrpers
constant sein wird. .

Sowohl die Constante ©,,, wie auch die Bewegung der Fliissig-
keit lassen sich nidher bestimmen in geeigneten speciellen Fillen, so
z. B. wenn i

. der starre Korper eine Kugel ist. Fir das Geschwindigkeits-
potential ® ergeben sich alsdann, ebenso wie in (13.), (14.) die Be-
dingungen:

E ¢ o0d 00
(32') o, oz’ ﬂ: oz

o d d d
(33) gﬁ = d—i cos(N,z) 4+ B% cos (N, y)+ 75 cos (N, 2), an der Ober-
fliche von R.

. . dE dqn dt
Auch sind die =, =, o5

diberall Null, bediirfen aber fiir die Oberfliche ¢ der gegebenen Kugel
noch einer niheren Untersuchung.

Markirt man innerhalb der Kugel irgend ein Moleciil (€, %, £),
und fillt man von hier aus ein Perpendikel 4 auf die Drehungs-
axe, d. i. auf die z-Axe, und bezeichnet man tiberdiess den Neigungs-
winkel dieses Perpendikels gegen die feste xy-Ebene mit ¥, so ist
offenbar:

stetig, und AP = 0, im Raume R;

ebenso wie damals, fir die Fliche o

£ = Const., %=O,
N =4cos ¢, .?1—;'=—lsintp%,
. d d
. §=4siny, d—i=+lcos¢—£,

weil A constant bleibt. Beachtet man nun, dass %% = %% ist, so er-

giebt sich aus diesen Formeln sofort:
dg
-d—t ——J
dn ds
a =t

dg das
Et-=+"ﬁ

0,
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Somit folgt aus (33.):

(34.a) g—z =0, auf der Fliche o_;

(34.b) g—; = (11 cos (N, 8) — g cos(N, y‘)) ‘;—t, auf der Fliche o.

Um die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir an, der Kugelmstfel-
punct befinde sich in der yz-Ebene, und beschreibe daselbst um den
Anfangspunct des Coordinatensystems einen Kreis vom Radius & Da
es ferner einerlei ist, welchen Augenblick der in Rede stehenden Rota-
tionsbewegung wir in Betracht ziehen, so*wollen wir der Bequemlich-
keit willen den Augenblick nehmen, in welchem der Kugelmittelpunct
gerade auf der y-Aze liegt. In diesem Augenblicke gelten alsdann
filr die Coordinaten §, 7, §{ irgend eines Oberflichenelementes de¢ die
Formeln:

. E = Rcos (R, z) = — R cos (N, 2),
(3)  n=Rcos(B,g)+1=— Reos(N,9) +1,
g = Rcos (R, ?) = — Recos (N, 2),

wo R die Lage und Richtung des nach do laufenden Kugelradius vor-
stellt, wihrend N die diesem Radius entgegengesetzte Richtung, d. i.
die der Flussigkeit abgewendete Normale bezeichnet. Substituirt man
die Werthe %, £ (35.) in die Formel (34. b), so erhdlt man sofort:

a—-=lcos(N z) dt’

sodass also die beiden Formeln (34.a,b) folgende Gestalt gewinnen:
(36.8) 2% —0, auf der Fliche o,;

@6.5) 2% = (198) cos (N, 5), suf der Fliche o.

Betrachten wir jetzt die zur Bestimmung von & erhaltenen For-
meln (32.) und (36.a,b) ein wenig genauer, so bemerken wir, dass
dieselben mit den fritheren Formeln (13.) und (15. a, b) identisch sind,

nur mit dem Unterschlede, dass die dermaligen Grossen und cos (N, z)
gegenwirtig durch 14 ﬁ und cos (N, #) ersetzt sind. An Stelle der da-

maligen Werthe (16.)) und (21.) werden wir daher im gegenwirtigen
Fall folgende erhalten:

(37) o=—F(1d8) e

(38) 7= "k (z d )’.




Zweiter Fall: Rotation um eine feste Axe. 87

In dem betrachteten Zeitaugenblick liegt der Kugelmittelpunct auf
der y-Axe. Die augenblickliche Geschwindigkeit dieses Mittelpunctes
ist daher ihrer Richtung nach dargestellt durch eine vom Mittelpunct
aus parallel zur ¢-Axe fortlaufende Linie #. Substituirt man diese
Linie ' an Stelle von # in der Formel (37.), so erhilt man:
(39) o= BB,
Dies also ist der Werth von ® an einer beliebigen Stelle (z, y, £) der
gegebenen Fliissigkeit. Dabei bezeichnet r den Abstand dieser Stelle
(%, y, 2) vom Kugelmittelpunct, und (r, #) den Neigungswinkel von r
gegen die augenblickliche Bewegungsrichtung 2' des Kugelmittelpunctes.
Somit folgt aus der vorstehenden Formel (39.) sofort, dass dic an allen
Stellen der Fliissigkeit vorhandenen Werthe von ® symmetrisch sind in
Bezug auf jene Linie £.

Ja noch mehr. Beachtet man, dass in (39.) das Product ldﬁ% die

Grosse, und 2 die Richtung der augenblicklichen Geschwindigkeit des
Kugelmittelpunctes vorstellen, und vergleicht man sodann diese Formel
(39.) mit der fritherern (16.), so gelangt man zu folgendem durch Ein-
fachheit ausgezeichneten Satze:

Befindet sich im Innern der Fliissigkeit eine Kugel, welche in gleich-
formiger oder ungleichformiger Rotation begriffen ist um ene ge-
gebene feste Axe, und bezeichnet man in irgend einem Zeitaugenblick ¢ die
Geschwindigkeit des Kugelmittelpunctes ihrer Grosse und Richtung nach
mit B, so werden fiir diesen Augenblick die Werthe des Geschwindigkeits-
potentials &, und folglich auch die Bewegung der Flissigkest von genau
derselben Beschaffenheit sein, als hditten in diesem Augenblicke sammi-
liche Moleciile der Kugel jene mit B bezeichnete Geschwindigkeit,

Die durch die gegebene Rotationsbewegung der Kugel hervor-
gerufene Bewegung der Fliissigkeit tst mithin fiir jeden cinzelnen Zeit-
augenblick von solcher Beschaffenheit, als wire sie hervorgerufen durch
eine gewisse blos fortschreitende Bewegung der Kugel.

Hiemit aber ist die in § 21 (p. 76) aufgeworfene Frage beant-
wortet. Auf Grund gewisser allgemeiner Ueberlegungen sprgchen wir
damals den Satz aus: Das Wasser in einem Glase kann, falls dasselbe
en Anfang in Ruhe, mithin wirbelfres ist, durch Unwiihren mit einem
Stabe niemals in cine wirbelnde (d. i. mit Wirbeln behaftete) Bewegung
gerathen, — vorausgesetzt, dass die Reibung als Null betrachiet werden
soll. Und dieser Satz wird uns nach Absolvirung des soeben be-
handelten Beispieles nmicht mehr wunderbar erscheinen.
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Vergleicht . man schliesslich noch die Formel (38.) mit der all-
gemeinen Formel (26.), so sieht man, dass die Constanten 6, und €,
fir den speciellen Fall der Kugel folgende sind:

(40.) - 6, =0, 6, = E%R—’ 2,

wo | den Abstand des Kugelmittelpunctes von der festen Drehungsaxe
bezeichnet. Nun machte sich [vergl. (31.)] bei der Bewegung des
Koérpers resp. der Kugel im Innern der Flissigkeit an Stelle des eigent-
lichen Trigheitsmomentes M ein etwas grosseres Triagheitsmoment
geltend, vom Werthe (M 4 26,,), also nach (40.) vom Werthe

(M + %ﬁ l’). Dieses grossere Trigheitsmoment kann somit be-

zeichnet werden als dasjenige, in welches M sich verwandelt, sobald
man im Kugelmittelpunct noch einen Massenpunct hinzufigt, dessen
Masse halb so gross ist als die im Raume der Kugel Platz findende
Flissigkeitsmasse.

§ 24.
Beiliufige Betrachtungen.

Die Flissigkeit sei #usserlich wieder begrenzt von der festauf-
gestellten Fliche 6, (1.). Im Innern der Flissigkeit mogen zwei
starre Revolutionskorper R, und ®; vorhanden sein, deren geometrische
Axen auf der z-Axe des Coordinatensystems liegen, und lings dieser
nach Belieben fortschreiten konnen. Auch mag der Einfachheit willen
vorausgesetzt sein, dass die beiden Korper & und ; neben der eben
genannten fortschreitenden Bewegung keine drehende Bewegung an-
zunehmen im Stande sind. Die Korper konnen Kugeln oder Revo-
lutionsellipsoide, aber z. B. auch Ringe sein.

Auf das aus der Fliissigkeit und den Kérpern R, ®; bestehende
System mogen von Aussen her keinerlei Krifte einwirken, sodass z. B.
V=20 ist. Der Anfangszustand des Systems sei beliebig gegeben,
jedoch symmetrisch sur z-Axe; und insbesondere sei der Anfangszustand
der Flissigkeit ein wirbelfreier (vgl. tibrigens die Bemerkung p. 77).

Wir,stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung der beiden Kirper
im weiteren Verlaufe der Zeit niher zu untersuchen, und namentlich
auch die Resultanten derjenigen Druckkriifte zu bestimmen, welche in
irgend einem Augenblick ¢ auf die Korper ausgeiibt werden von der
umgebenden Fliissigkeit. Diese Resultanten fallen offenbar (wie aus
der Symmetrie unserer Annahme folgt) in die Linie der z-Axe, und
mogen demgeméss mit X? und X? bezeichnet sein.
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Markirt man irgendwo im Innern von &, und &; zwei bestimmte
Puncte (etwa die Schwerpuncte der beiden Korper), bezeichnet man
ferner die z-Coordinaten dieser Puncte mit g, und r,, und die Massen
der Korper selber mit M, und M,, so ergeben sich (weil dussere Krifte
nicht vorhanden sein sollen) die Diﬂ"eréntialgleichungen:

(41.) ME8 —x wd M, LE—xp

Zur Bestimmung von X? und X? benutzen wir das Princip der leben-
digen Kraft: d(T+ W)= — dL; vgl. p. 37. Dieses Princip nimmt
im gegenwirtigen Fall, wo V =0, mithin auch W == 0 ist, die Ge-
stalt an:

aT aL
(12) r I (L
oder, falls man fir dL seinen Werth substituirt, die Gestalt:
arT dg, d
(43) = (=% 4 xdn)

Wir wollen jetzt das Princip der lebendlgen Kraft zum sweiten
Mal in Anwendung bringen, und zwar diesmal auf das ganse (aus der
Flussigkeit und den Kérpern R,, ®; bestehende) System. Da auf
dieses System von Aussen her keinerlei Krifte influiren, so muss nach
dem genannten Princip die lebendige Kraft des Systems fortdauernd
constant bletben, also die Formel gelten-

(44) T4 "'") + % %) — Const.

Nimmt man nun an, die Dichtigkeiten der beiden Korper seien ver-
schwindend klein, mithin ihre Massen M, und M, ebenfalls verschwin-
dend klein, gleich Null, so ergiebt sich aus (44.): T == Const., folg-
lich aus (43):

nHE+xF =0,
oder was dasselbe ist:
dy, . dg
Xr:Xp = d—t’ - —(ﬁ

Also der Satz: Sind die Dichtigkeiten der Korper R, und 8, ver-
schwindend klein, so werden die Resultanten X? und X5 der auf die
Korper ausgeiibten Druckkrifte in jedem Augenblick umgekehrt propor-
tional sein mit den Geschwindigkeiten der beiden Korper, abgesehen vom
Vorseichen. Aber dieser Satz ist unrichtig. Und die Ableitung der beiden
letzten Formeln zeigt eben nur, wie leicht man bei der Operation mit
unendlich kleinen Massen in Irrthiimer verfallen kann.
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Die Formeln (41.), (42.), (43.), (44.) sind unanfechtbar. Aus der
Formel (44.) aber folgt bei strenger Behandlungsweise:

dy, d'y, dg, @
(45,) = (Ml at ot 4G df")
Diess mit (43.) combmlrt, erhilt man:
ar (d'y dy, (d
(46.) M,ft—(ﬁ,—— )+M, "(df: —Xz)=0.

Diese letzte Formel (46.) reducirt sich aber, mittelst (41.), auf die
identische Gleichung 0 = O, und giebt also iiber die gesuchten Krifte
X% und X2 keinerlei Auskwnft.

§ 25.
Fortsetzung. Einschrinkung auf einen specielleren Fall.

Wir wollen annehmen, die Beschaffenheit und der Anfangszustand
des ganzen Systems seien symmetrisch sur ys-Ebene. Diese Symmetrie
‘wird alsdann im weiteren Verlauf der Bewegung fortdauernd vorhanden
sein; sodass also z. B. fortdauernd

(e.) Xr=—X¢ und dg, = —dy,,
mithin:

(8 Xpdyp, = Xtdy,

sein wird.

Auch folgt aus dieser Symmetrie, dass die zu Anfang in der
ys-Ebene befindlichen Fliissigkeitstheilchen fortdauernd in dieser Ebene
bleiben. Demgemiss figurirt diese Ebene gewissermassen als eine feste
Wand, auf welcher die betreffenden Theilchen fortdauernd zu verharren
gezwungen sind. Und demgemiiss konnen wir unsere Betrachtung be-
schrinken auf die eine Halfte der gegebenen Fliissigkeit, etwa auf die-
jenige, welche auf der positiven Seite der yz-Ebene liegt, indem- wir
diese Hilfte uns #usserlich begrenzt vorstellen theils von der ys-Ebene
selber, theils von dem betreffenden Theil der Fliche o, (1.).

Derjenige der beiden Korper £, und R, der in dieser Fliissig-
keitshillfte enthalten ist, mag schlechtweg mit & (ohne Index) be-
zeichnet sein. Fiir denselben ergiebt sich die Differentialgleichung:

(47) MTE— Xe, [vgl (41.)].

Ferner erhilt man nach dem Princip der lebendigen Kraft: d7 = — dL,
wo T die lebendige Kraft der betrachteten Flissigkeitshalfte, und 'dL
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die von dieser Fliissigkeit auf den Korper ® ausgeiibte Arbeit vor-
stellen. Diese Formel dT = — dL nimmt, falls man fiir dL seinen
Werth substituirt, die Gestalt an:

ar dg
(48.) W = — Xp a—t-
Die lebendige Kraft 7' hat aber den Werth:
d g
(49.) T=0,+ 6, d—ﬁ) [vgl (3.) p. 45];

wo ©, und ©,, Functionen von ¢ sind*). Substituirt man diesen Werth
(49.) in (48.), so folgt:

d dg d
(50) i (eo + 0, (ﬁ) ) = —Xr at?
oder was dasselbe ist:
ae., ar\? a
(51) + 3 (‘E) + 26, dT’g = — Xr.

Substituirt man den Werth der Kraft X» (51.) in die Differential-
gleichung (47.), so folgt:

_ 08, 20, (dr\*
(52) (M + 20,) TF = — 52 72u (4

Ist nun, wie wir annehmen wollen, der Raum des Kdrpers R einfach
zusammenhingend (was z. B. der Fall sein wird, wenn der Kérper eine
Kugel oder ein Ellipsoid), und gilt mithin Gleiches auch von dem
Raume R der Flilssigkeit, so verschwindet das ©, (vgl. den Zusatz
p- 64); wodurch die Gleichung (52) die einfachere Gestalt erhilt:

(53) (M + 2911) &F = - %( )

Diese Gleichung aber kann man, wenn die Geschwindigkeit des Korpers,

d. i. der Quotlent — mlt U bezeichnet wird, auch so schreiben:
.1 du __dlog VM +260,, dg
(54,) war = It at
oder auch so:
dlogll dlog VM + 26,,
(65.) T = — T B

*) Bei der/Betrachtung auf p. 78 waren ©, und ©,, Constante. Das ist offenbar
gegenwirtig nicht mehr der Fall, weil die relative Lage des Korpers & zar Um-
grenzung der betrachteten Fldssigkeitshdlfte bei der Bewegung des Kdrpers von
Augenblick zu Augenblick eine andere wird.
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Hieraus folgt durch Integration:
log U =1log C — logYM+426,,,

oder was dasselbe ist:
(56.) G R |
dt VM +26,, ’
wo C eine durch den Anfangszustand sich bestimmende Integrations-
Constante vorstellt.



Ueber die Bewegung einer Kugel im Innern einer Fliissigkeit,
welche auf einer Seite von einer festen Ebene begrenzt ist, nach
allen fibrigen Seiten aber ins Unendliche sich ausdehnt.

§ L
Vorliufige Bemerkungen.

Im Jahre 1839 publicirte Lamé im vierten Bande des Liouville-
schen Journals seine Untersuchungen sur Ucquilibre des températures
dans un ellipsoide a trois axes inégauxr, — eine Arbeit, welche im Ge-
biete der Mathematik und mathematischen Physik wohl zu den glin-
zendsten Leistungen unseres Jahrhunderts zihlen diirfte. Diese Arbeit,
in welcher zum ersten Mal die Parameter eines orthogonalen Flichen-
systems als Coordinaten benutzt sind*), musste fast von selber zu &hn-
lichen Versuchen anregen, und den Gedanken nahe legen, dass die
dort exponirten Methoden bei geeigneter Abénderung vielleicht auch
anwendbar sein konnten auf andere orthogonale Flichensysteme, z. B.
auf dasjenige, welches durch Umdrehung eines orthogonalen  Kreis-
systemes, unter Hinzunahme der betreffenden Meridianebenen, sich
ergiebt.

Als ich etwa im Jahre 1858 derartige Ueberlegungen mit einiger
Beharrlichkeit zu verfolgen begann, und dabei auf mancherlei Schwierig-
keiten stiess, beschloss ich, das unbekannte Terrain zuerst durch Unter-
suchungen, die in paralleler Richtung fortgehen, und weniger Schwierig-*
keiten darbieten, niher zu recognosciren. Auf diese Weise entstanden
meine Untersuchungen tiber die analogen Probleme der Ebene (resp.
tiber das logarithmische Potential), welche zuerst die confocalen Kegel-
schnitte, sodann die orthogonalen Kreise, spiter gewisse Curven vierter
Ordnung etc. betrafen, und schliesslich zu gewissen allgemeinen Be-

*) Jacobi hat in dieser Beziehung die Prioritit Lameé’s ausdriicklich hervor-
gehoben. Man vgl. Jacobi's gesammelte Werke, 1882, Bd. II, p. 68.
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trachtungen und allgemeinen Sitzen mich hinleiteten. Von all’ diesen
Arbeiten habe ich allerdings nur den zuletzt genannten allgemeinen
Theil publicirt, iibrigens auch diesen nicht einmal vollstandig, im
Jahre 1861, unter dem Titel: Ueber die Integration der partiellen Diffe-

rentialgleichung 35 +- %’T“,’ — 0, Crelles Journal, Bd. 59. p. 335.

Uebrigens habe ich jene specielleren und nicht publicirten Theile
meiner damaligen Arbeit, jene Theile, die iiber confocale Kegelschnitte,
orthogonale Kreise u. s. w. handelten, mehrfach zum Gegenstande meiner
Vorlesungen und Seminaraufgaben gemacht. Auch hat einer meiner
Schiiler, Herr Oberlehrer Dr. Meutzner auf meine besondere Veranlassung
den iber Kegelschnitte handelnden Theil in selbststindiger Weise aus-
gefihrt, und die Ergebnisse seiner Untersuchungen in den Mathem.
Annalen, Bd. 8, verdffentlicht.

Wilhrend dieser Vorarbeiten, bei denen ich, durch mehreré in jene
Zeit fallende Publicationen Lamé’s*), sowie auch durch einige Be-
merkungen in dem bekannten Briot-Bougquet'schen Werke™*), einiger-
massen unterstlitzt wurde, behielt ich mein eigentliches Ziel, nimlich
die Behandlung orthogonaler Fldichensysteme, und in erster Linie die
Behandlung der dem orthogowalen Kreissystem entsprechenden Rota-
tionsflichen fortdauernd im Auge. Es erdoffneten sich mir dabei im
Verlauf meiner fortgesetzten Bemithung, wie solches wohl haufig bei
der Behandlung schwieriger Themata der Fall sein wird, allmahlig
2wei Wege, von denen ich alternirend bald den einen bald den andern
benutzen konnte, um jedesmal eine kleine Strecke vorwirts zu kommen.
Spiiter, bei meiner schliesslichen Publication iiber diesen Gegenstand,
im Jahre 1862, habe ich dann, der bessern Uebersichtlichkeit willen,
diese beiden Wege von einander getrennt, den einen nach dem andern
mitgetheilt, und den einen als ,geometrische“, den andern als ,ana-
lytische“ Methode bezeichnet. Das Werk selber diirfte deutlich zeigen,
wie ich dabei allmihlich zur Construction gewisser geometrischer Punct-
reihen hingefiihrt wurde, die ich damals als conjugirte Puncte bezeichnete.
“Uebrigens betrachtete ich das Werk, seiner ganzen Entstehung nach,
als eine Arbeit, welche sich an jene zu Anfang genannte Lamé’sche
Untersuchung in bescheidener Weijse anlehnt. Demgemiss wurde dag-
selbe von mir betitelt als handelnd diber den stationdiren Temperatur-

*) Lamé: Legons sur les coordonnées curvilignes. Paris 1869. Und ferner:
Lamé: Legons sur la théorie analytique de la Chaleur. Paris 1861.
**) Briot ¢t Bouquet: Théorie des fontions doublement périodiques. Paris 1859,
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sustand in einem von zwei wichtconcentrischen Kugelflichen begrensten
Korper; Halle bei Schmidt, 1862*)

Unmittelbar im Gange meiner Betrachtungen la.g es nun auch,
jenes orthogonale Kreissystem um eine zweite, gegen die frither ge-
wihlte Umdrehungsaxe senkrecht stehende Axe rotiren zu lassen, und
die alsdann entstehenden ringformigen Flichen der entsprechenden Be-
handlungsweise zu unterwerfen. Dies ist in der That von mir aus-
gefihrt worden in meinem Werk tber die Wirme- und Elektricitiits-
vertheilung in einem Ringe, Halle, Verlag der Buchhandlung des Waisen-
hauses, 1864.

Dass all' diese Untersuchungen unmittelbar tibertragbar seien auf
die Theorie der Elektrostatik, bedurfte fiir den Sachverstindigen kaum
noch einer weiteren Bemerkung. Zum Ueberfluss habe ich iibrigens
in der Einleitung des Werkes von 1862 (itber die excentrischen Kugel-
flichen) noch speciell exponirt*¥), in welcher Weise diese Untersuchungen
auf die Elektrostatik iibertragbar sind, und insbesondere darauf hin-
gewiesen, dass man mittelst meiner Methode von Neuem hingelangen
kann zur Losung der schon von Poisson behandelten Aufgabe tiber die
elektrische Vertheilung in zwei Kugeln. Zugleich habe ich dort be-
merkt, dass meine Methode, der Poisson’schen gegeniiber, den Vorzug
der grosseren Einfachheit und zugleich auch den der grosseren All-
gemeinheit besitzt, insofern als sie auch dann noch zum Ziele fahrt,
wenn die Kugeln “dem Einfluss gegebener dusserer Krifte ausgesetzt
sind, was bei der Poisson’schen Methode nicht der Fall ist.

. Von berufener und unberufener Seite ist Mancherlei gegen meine Ar-
beiten eingewendet worden. So wurde mir z. B., jedenfalls von letzterer
Seite, der Vorwurf gemacht, dass mein Werk (von 1862, iiber die
excentrischen Kugeln) ziemlich iiberflissig sei, weil der Gegenstand ja
bereits von Poisson absolvirt wire. Dass meine Methode eine vollig
andere, eine wesentlich neue sei, und dass sie der Poisson’schen gegen-
fiber den Vorzug habe, auch bei Vorhandensein dusserer Kriifte an-
wendbar zu sein, — das schien der Betreffende nicht zu wissen.

Von berufener, nimlich sachverstindiger Seite her, bin ich dagegen
darauf aufmerksam gemacht worden, dass die eigentlichen Principien

*) Als zugehdrig zu diesem Werk ist noch zu erwilhnen: erstens eine kurz
vorher von mir publicirte Schrift wuber den stationiren Temperaturzustand einer
Kugel, Halle bei Schmidt, 1861, und ferner ein Aufsatz im 62. Bande des Crelle’-
schen Journal, tiber das Gleichgewicht der Wirme und Elektricitit iu einem von
swei excenirischen Kugelflichen begrensien Korper, 1862,

**) Ebenso auch im Crelle'schen Journal, Bd. 62, p. 36—49.
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meiner Methoden némlich die Einfithrung der conjugirten Pumcte und
andererseits die Einfithrung der dipolaren Coordinaten schon in den
Thomson’schen Aufsitzen von 1845—1853 sich vorfinden. Man hitte
hinzufiigen konnen, dass die erstere der genannten Ideen auch schon
in einer Vorlesung meines Vaters vom Wintersemester 1857/58 ent-
halten ist. ’

Dem gegeniiber kann ich nur bemerken, dass ich ohne die min-
deste Kenntniss dieser theils durch Druck, theils durch Vorlesungen
erfolgten Publicationen zu meinen Methoden gelangt bin. So z. B. ist
mir die genannte Vorlesung meines Vaters erst vor einigen Monaten
durch das von einem der damaligen Zuhorer O. E. Meyer (jetzt Pro-
fessor in Breslau) ausgearbeitete Vorlesungsheft bekannt geworden. —
Selbstverstindlich habe ich die Prioritit der genannten Autoren ohne
Weiteres anzuerkennen, und demgemiss auf die Ongmahtat eines
grossen Theils meines Werkes Verzicht zu leisten.

Trotzdem dirfte in meinem Werke (von 1862, dber die excentrischen
Kugelfiichen) Mancherlei enthalten sein, was von den friiheren Autoren
niemals beriihrt worden ist, so z. B. die Bestimmung der elektrischen
Vertheilung auf zwei Kugeln auch fiir den Fall, dass dieselben der
Wirkung dusserer Kriifte ausgesetzt sind, ferner die ausgeseichmet ein-
fache Gestalt, welche die Theorie der conjugirten Puncte bei gleichzeitiger
Anwendung der dipolaren Coordinaten gewinnt*), ferner der Uebergang
von den dipolaren zu den synpolaren Coordinaten, und hiemit Hand in
Hand gehend der Uebergang von den Kugelfunclionen zu den Bessel’-
schen Functionen, endlich die Entdeckung einer Formel, mittelst deren
eine willkiihrliche Function zweier Argumente darstellbar ist, durch eim
nach den Bessel’schen Functionen fortschreitendes Integral.

Ein genaueres Urtheil iiber die Frage, welches Verdienst in diesen
Dingen Thomson, welches meinem Vater, und welches endlich mir ein-
zurfiumen sei, wird sich ibrigens Jedermann selbst zu bilden im Stande
sein. Denn die Publicationen Thomaon's und die meinigen liegen ja im
Druck vor, und die betreffende Vorlesung meines Vaters wird jedenfalls
in einiger Zeit ebenfulls im Druck erscheinen. Und als Verdienst wird
doch schliesslich jedem Autor immer nur das anzurechnen sein, was der-
selbe dem schon vorhandenen Bestand, mag dieser nun durch Druck oder

durch Sffentlichen Vortrag begriindet gewesen sein, neu hinzugefligt hat.

Bei den hier vorliegenden hydrodynamischen Untersuchungen habe
ich das Instrument der dipolaren Coordinaten und das der comjugsrten

*) Diese einfache Gestalt, welche die Theorie der conjugirten Puncte durch Ein-
fdhrung der dipolaren Coordinaten gewinnt, driickt sich der Hauptsache nach
durch vier Sitre aus, die im gegenwilrtigen Werk im dritten § des ndchstfolgen-
den Abschnitts von Nenem wiederholt werden sollen. Genau dieselben vier Sitse
sind einige Jahre spiiter dbrigens auch von Betti publicirt worden.
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oder Spiegel-Puncte von Neuem zu benutzen. Da die betreffenden For-
meln im Allgemeinen wenig bekannt sind, so sehe ich mich gendthigt,
dieselben hier, insoweit als solches fiir den vorliegenden Zweck erforder-
lich ist, von Neuem zu entwickeln. Und hiebei werde ich nicht eine
blosse Recapitulation aus meinem Werke (von 1862) liefern, sondern
vielmehr den Gegenstand in maglichst verbesserter Form vorzufiihren
mich bemithen, in derjenigen Form, welche derselbe nach mancher
dariiber gehaltenen Vorlesung schliesslich bei mir angenommen hat.
Auch werde ich bei den wichtigeren Sitzen und Formeln den jedes-
maligen Autor namhaft zu machen suchen, und bitte dabei mich cor-
rigiren zu wollen, falls mir dies nicht iiberall gelungen sein sollte.

§ 2. *
Einfiihrung der dipolaren Coordinaten.

Es sei gegeben ein System von Kreisbogen, welche die vertikale
Linie A4’ zur gemeinschaftlichen Sehne haben. Markirt man auf der
Verlingerung von AA’ einen Punct ¢, legt man
ferner von ¢ aus Tangenten an jeme Kreisbogen,
und bezeichnet man die Berithrungspuncte dieser
Tangenten mit a, B, 3, ete., so ist (zufolge des Tan-
genten-Secanten-Satzes) z. B.:

(1. «) (ca)t = (cA) (cA).

Kbenso ergiebt sich:

(1. 8) (B) = (c4) (c4);

w 8 w. Somit folgt:

2) (c&) = (cB) = (cy) = ete. ete.
Demgemiss befinden sich all jene Beriihrungspuncte
«, 8, y, etc. auf einer um ¢ beschriebenen Kreis-
peripherie, welche zugleich die Eigenschaft hat, die
zu Anfang genannten, iiber AA’ stehenden Kreis-
bogen orthogonal zu durchschneiden. — Gieht man
jetzt dem Puncte ¢ auf der Verlingerung von 44’
irgend welche andere Lage, so erhilt man in ana-
loger Weise eine sweite Kreisperipherie, die wiederum
jene Bogen orthogonal schneidet. U.s. w. U. s. w.

In solcher Waise erhiilt man, ausgehend von
den beiden festen Puncten A4, A’, welche fortan die beiden Pole heissen

mdgen, zwei zu einander orthogonale Curvensysteme, von denen das
Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 1

A



98 Theorie der dipolaren Coordinaten.

eine das System der Bogen, das andere das System der Kreise ge-
nannt werden mag. Lisst man die ganze Figur um die vertikale
Linie A4’ sich drehen, so erzeugen jene Bogen ein System von Ro-
tationsflichen, von denen jede in A4 und A4’ nach Art eines Kegels
gestaltet ist. Demgemiiss mogen diese Rotationsflichen weiterhin als
Conoidfliichen bezeichnet werden. Andrerseits erzeugen die Kreise, bei
einer solchen Drehung der Figur, ein System von Kugelflichen, deren
Centra simmtlich auf der Linie 4A’, oder vielmehr auf der Ver-
lingerung derselben sich befinden.

Der Parameter der Conoidflichen mag ®, und derjenige der Kugel-
flichen & heissen. Hinsichtlich der Definition dieser Parameter sei
Folgendes bemerkt: :

" Der Peripheriewinkel Aa A’ ist offenbar fir simmtliche Puncte «
einer gegebenen Conoidfliche ein und derselbe; (vergl. die Figur p. 99).
Dieser Winkel soll der Parameter der Conoidfliche genannt, und mit
@ bezeichnet werden. Demgemiss ergeben sich der Reihe nach simmi-
liche Conoidflichen, wenn man diesen Parameter @ variiren lasst zwischen
den Grenzen:

(3.) W = 0 ...... .
So z. B. erhiilt man fir @ = x ein unendlich diinnes Conoid, welches
dargestellt ist durch die gerade Linie AA4’. Ferner wird das Conoid
fir o = % eine Kugelfliche sein. Endlich wird dasselbe fir @ == 0
wiederum unendlich dinn, n#mlich durch die beiden Verlingerungen der
Linie A A’ dargestellt sein.
Was ferner den Parameter der Kugelflichen betrifft, so 1st nach
(1. @):
(ce)t = (c4) (c4),
mithin: ,
(cd): (ca) = (ce) : (c4),
A(cd' @) v A(ca d).

Aus der Aehnlichkeit dleser Dreiecke folgt die Proportionalitit ihrer
Seiten, d. i. die Formel:

(.A "a) — (ed") (ca) *)
(e4) ce) — (c4)

und folglich:

- — A}

*) Es sei bemerkt, dass ich die gegenseitige Entferfung zweier Puncte p, g
stets als positiv betrachte, und dieselbe nach Belieben bald mit (pg), bald mit
(¢p) bezeichne.
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Ist nun % = v = w, so ist auch ¥ = J/vw. Und demgemiiss kann die
letzte Formel auch so geschrieben werden:

) (ad’) (cd’)

(4. @) @) ¥V an

In analoger Weise wird man offenbar fir den Punct g folgende For-
mel finden:

84) (c4)
4. 8) _ B~V 4y e
U. 8. w. U.s. w. — Diese Formeln (4. «, B, etc.)
zeigen, dass der Quotient ((:—j—)) fir sammtliche

Puncte ¢ der um c¢ beschriebenen Kugelfliche ein
und denselben Werth besitzt. Und demgemiss mag
dieser Quotient, oder besser der natiirliche Loga-
rithmus dieses Quotienten als der Parameter jener 4
Kougelfliche festgesetzt, und mit & bezeichnet
werden.

Mit andern Worten: Betrachtet man irgend @
eine der von uns construirten Kugelflichen, und /
nennt man ¢ und ¢ die beiden Abstinde, welche /
ein variabler Punct dieser Fliche von den beiden

Polen A und A’ besitzt, so hat der Quotient %

stets ein wnd densclben Werth, welche Lage man

Jjenem variablen Punct auf der betrachteten Kugel-

fliche auch zu Theil werden lassen mag. Der 4

natdrliche Logarithmus dieses Werthes soll der |

Payameter der Kugelfliche genannt, und mit & bezeichnet werden. Also:

¢ _ € __ 9
®) log e =& d. i e ="

Demgemiiss ergeben sich simmtliche Kugelflichen unseres Systems,
wenn man den Quotienten % - zwischen den Grenzen O----- oo, oder
(was dasselbe) den Parameter & zwischen den Grenzen

(6) B 00 + o

variiren lisst.

Fir & =0, d.i. % =1, d.i. ¢ = ¢ erbillt man eine unendlich

grosse Kugelfliche, niimlich die durch die Mitte der vertikalen Linie
. (&
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AA’ hindurchgehende Horizontalebene. Fir & = 4 oo, d. i. % == 00,
d. i. ¢ = 0 erhiilt man diejenige unendlich kleine Kugelfiiche, welche
identisch ist mit dem Pole 4. Und fir & = — oo, d. 1. % =0, di

¢ = 0 erhélt man wiederum eine unendlich kleine Kugelfiiche, ndmlich
den Pol A4’

Wir filhren ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen z-Axe
dargestellt sein mag durch die vertikal nach Oben laufende Linie A° A4,
und dessen yz-Ebene identisch sein soll mit der durch die Mitte
von A’ A gehenden Horizontalebene. Simmtliche Kugelflichen unseres
Systems zerfallen alsdann, je nachdem ihr Parameter & positiv oder
negativ ist, in zwei Kategorien. Diejenigen mit positivem Parameter
liegen oberhalb der ys-Ebene, und umschliessen den Pol 4. Die erste
derselben (8 = 0) ist die ye-Ebene selber, und die letzte derselben
(8 =+ o©) der Pol 4. Andererseits liegen die Kugelflichen mit
negativem Parameter simmtlich unterhalb der y2-Ebene, und umschliessen
den Pol 4. Die erste derselben (& = 0) ist wiederum die ys-Ebene
selber, und die letztederselben (8 = — oo) der Pol 4. Auch bemerkt
man, dass je zwei Kugelfiichen, deren Parameter entgegengesetste Werthe
haben, von gleicher Grosse sind, die eine das Spiegelbild der andern
in Bezug auf die yz-Ebene.

Um im Gediichtniss zu behalten, dass & in den Polen 4 und A4’
respective die Werthe 4+ 00 und — oo hat, ist z. B. in der nichst-
folgenden Figur dem A in Parenthese das Zeichen co, dem A’ das
Zeichen — 0o beigefigt. Und gleiches wird auch geschehen in den
spiter folgenden Figuren.

Jedem Raumpunct (z,y, 2) entsprechen bestimmte Werthe von &
und @. Sind némlich ¢ und ¢’ die Abstinde des Punctes (z,y, £) von
den Polen A und A’, so werden die diesem Punct zugehorigen Werthe
von & und o definirt sein durch die Formeln:
(1) 9 =log % d.ie® = %,
(8) o = Winkel (g, ¢'), vgl. die Figur p. 101.

Es reprisentirt also das @ die scheinbare Grisse der Linie 44" far
einen in (z, y, 2) befindlichen Beobachter.

Wir wollen zu & und ® noch dasjenige Asimuth ¢ hinzufiigen,
unter welchem die durch den Punct (z, y, #) gehende Meridianebe gegen
die feste zy-Ebene geneigt ist, und diese drei Grossen #, o, @ fortan
die dipolaren Coordinaten des Punctes z, y, # nennen.
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Bemerkung. — Betrachtet man irgend eine specielle unter den Kugel-
fiichen & == Const., und bezeichnet man alle Puncte auf dieser Fliche
mit «, andrerseits ihren Mittelpunct mit c, so ist nach (4. «):

(«xd) /4
(ad) — ¥ (c4)’

mithin: (@ A)
2log - @)

oder mit Rdcksicht auf (7.):

= log

(c4)
(c4)’

28, =9,
wo alsdann &, die 8-Coordinate all’ jener Puncte «, d i. den Parameter
der Kugelfiiche, andrerseits aber &, die #-Coordinate ihres Mittelpunctes

vorstellt. Somit ergiebt sich der Satz, dass fiir jedwede Kugelfliche
& = Const. die &-Coordinate des Mittelpuncts doppelt so gross sst ala

der Parameter der Kugelfliche.

Der Zusammenhang zwischen diesen dipolaren Coordinaten 9, @, @
und den rechtwinkligen Coordinaten z,y, z ist leicht niiher angebbar.

Bezeichnet nimlich 24 die Liinge der Linie

A A, und p den Abstand des Punctes (z,y, 2)

von der z-Axe, so ist offenbar:
z—a==gcoss, [z-}+a=¢ cosé,

{ v,
wo ¢, & die Neigungswinkel der Linien g, ¢
gegen die z-Axe vorstellen. Hieraus folgt
sofort:

@—a)+ip—oe, (z4a)+ip=g'e",
wo i = }/— 1 sein soll. Dividirt man aber
die beiden letzten Formeln durch einander,
8o "folgt:
@—a)+19p _ @ u—u)
@ta+ip ¢ !
also weil ;r==e—“’ und ¢ — & = ist

[vgl (7.), (8)):
(x + ip) —a = g—9+iv,
@FinFa ¢
Diese Formel, nach z - ip aufgelost, er-
giebt:

p=g¢sing

x .

(o4

(-ua)A'

—94iw
) z+ip=a ’1“+—f:m,
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oder falls man Zihler und Nenner dieses Bruches mit (1 — e—9—'»)

multiplicirt: ( )
s in—glt e (e —em) — 70
x4 ip= 1= o= (e 4 —im) | =397
oder, falls man Zihler und Nenner mit ¢ multiplicirt:

(2 —e= 4 2isinw .
(e"+ e %) —2cosm

z+ip=a

Hieraus folgt aber durch Sonderung des Reellen und Imaginiiren:

e =
T=a—

10. 2 sin
(10.) p=ate,
wo p =¢% + ¢~ — 2 cos m ist.

Nun ist offenbar y = p cos @ und 2z = p sin ¢, falls nimlich ¢ (wie
schon festgesetzt wurde) das Azimuth der durch den Punct (z,y, 2)
gehenden Meridianebene vorstellt. Somit folgt aus (10.):

¢t e - 24 8in {8

r=aq e

2 8in @ cos @

(11.) Y= "y

2 sin o sin @

Sme e,

wo p=¢>4¢=? - 2cosm = 2cosid - 2cos@ ist.
.

Z =4da

Aus diesen Formeln folgt z. B.:

—4a? sin® 0 — sin* (& dat cos®i& — cos’w

2 ___ 2 2 o2 = L
(12) rP=a*+4y*+: e a ) .
oder, falls man fiir ¥ seine eigentliche Bedeutung [pach (11).] sub-

stituirt:
a cosid 4 cosw
(13.) P=0nis T cosw
wo r den Abstand des unctes (z,y,7) vom Anfangspunct des Coor-
dinatensystems bezeichnet.

Specielle Bemerkungen iiber Puncte auf der x-Axe. — Fiir einen auf
de rz-Axe liegenden Punct (9, , @) ist [vgl. (8.)] das w = = oder == 0,
je nachdem der Punct zwischen den beiden Polen A, A’ liegt, oder
ausserhald der Strecke A .A" sich befindet. Wir wollen uns hier nur
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mit dem letztern Fall beschiiftigen, weil gerade dieser fir unsere spitein
Untersuchungen von Bedeutung ist.

Liegt der Punct (&, o, ) auf der z-Axe, und ausserhald der Strecke
AA', ist mithin sein @ = 0, s0 nehmen die in (11.) fir ¢ und = an-
gegebenen Werthe folgende Gestalt an:

b=t — 2= (e — b

e’ —e % edd 4 49
z=a" """ =g T°
¥ AN

oder, ein wenig anders geschrieben, folgende Gestalt:

3 1\

(@) v = (8“—6““)’=(‘e7“})“’
S 41
®) z=a-5"

woraus durch Differentation nach & sich ergiebt:

2
) =1

Da das ¥ seiner Bedeutung nach [vgl. z. B. («.)] stets positiv ist, und
Gleiches selbstverstindlich auch von a gilt, so folgt aus dieser Formel
(y.), dass die z-Coordinate eines auf der z-Axe und ausserhald der
Strecke A A’ liegenden Punctes bei wachsendem 8 stets abnimmi,
und umgekebrt bei abnehmendem & stets waichst.

Bildet man die Formel (f.) fir irgend zwei Puncte 1 und 2, die
selbstverstindlich beide auf der z-Axe und beide ausserhalb der Strecke
A A’ liegen sollen, so erhiilt man:

41
e —1

und hieraus durch Subtraction:

zZ,=a

O

[GEDIGEDS
Mit andern Worten: Bezeichnet man den gegensestigen Abstand zweier

Puncte 1 und 2, die beide auf der x-Axe, und ausserhalb der Strecke
A A liegen, mit E, so ist:

(e) E=+42a-

@) x, — T, =—2a

6‘9‘ - 63’

(e —1)(—1)’

wo das Vorzeichen 4 der Art eingerichtet werden muss, dass der Werth
des Ausdruckes positiv ist. Ob die Puncte 1 und 2 beide oberhalb A,
oder beide unterhalb A4’, oder ob endlich einer von ihnen oberhalb A, der
andere unterhalb A’ sich befindet, ist fiir die Anwendbarkeit des Satzes
durchaus gleichgiiltig.
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§ 3.
Der gegenseitige Abstand zweier Puncte, ausgedriickt in demn
dipolaren Coordinaten.*)

Markirt man irgendwo im Raume zwei Punkte (z, y, 2) und (z,,y,, 2,),
und bezeichnet man die neuen oder dipolaren Coordinaten derselben mit
(?, @, @) und (9, ®,, ®,), so ist nach (11.):

— 21 8in 19 — 24 8in ¢ @,
=a—"g o |mme—T
2 ai 2 8l co
(14.) y = q »—A{lnw?_’ yl = _sﬂj”_l_.s,lL,
4 L)
2 sin @ sin @ . 2 sin , 8in @,
g=a - R Z=a ——1—#‘7-~-»-'—,
wo ¢ und ¥, die Bedeutungen haben:
15. = 2c08¢9 — 2cos @ P, = 2co8id, — 2cos @,.
b 1 1 1

Bezeichnet man nun die gegenseitige Entfernung der beiden Puncte
mit E:

(16.) E=@—z)+H—y)+(E—2),
so ergiebt sich durch Substitution der Werthe (14.) nach einiger Rech-
nung (die hier nicht weiter ausgefithrt werden soll) folgende Formel:

2 __ 4220088 (8 —8)— 2008y
17) E?=4a Y )

wo cos y die Bedeutung hat:

(18.) €08y = €08 @ cos m; } sin o sin @, cos (p — @,).

Das hier eingefiihrte y hat ibrigens eine einfache geometrische Be-
deatung. Legt man nimlich durch den gegebenen Punct (&, , ¢) einen
von A nach A’ gehenden Kreisbogen, 8o ist die w-Coordinate des Punctes
durch den Peripheriewinkel dieses Bogens dargestellt, mithin ebenso
gross wie derjenige Winkel, unter welehem der Bogen selber im Pole
A gegen die z-Axe geneigt ist (vgl. die beistehende Figur). Und mit

*) Die dipolaren Coordinaten diirften vielleicht zum ersten Mal von Thomson
cingefithrt sein, im Jahr 1847. Vgl. die Papers on electrostatics and magnetism,
by Thomson, London, 1872, p. 147. Daselbst findet man bereits die in diesem §
in (14.) und (17.) fir z, y, # und E? angegebenen Formeln, allerdings in anderer
Bezeichnungsweise. Die von mir gebrauchte Bezeichnungsweise ist genan dieselbe, wie
in meinem Werke von 1862 iiber dic excentrischen Kugelfiichen, nur mit dem
einen Unterschiede, dass — x statt 4 x gesetzt, niimlich die Richtung der z-Axe

nicht, wie dort, vom Pole A (& = oo) zum Pole A’ (# = — 00), sondern umgekehrt
von A’ nach A4 gerechnet ist.



Theorie der dipolaren Coordinaten. 105

Riicksicht hierauf ergiebt sich folgender Satz: Construirt man iiber A A’
als gemeinschaftlicher Sehme zwei Kreisbogen, von denen der eine durch
den Punct (9, o, ¢), der andere durch den Punct
@, o,, @,) geht, so wird das durch die Formel
(18.) definirte y nichts Andres sein, als derjenige
Winkel, unter welchem die beiden Bogen im Pole
A gegen esnander geneigt sind.

x

Mao kann die Formel (17.), mit Rtcksicht (“<4N?
auf (15.), auch so schreiben:

3 4.3 e e —2cosy
(9) B L9 Seona) (e —2amm)
Lésst man hier das &, = 4 oo werden, oder,
geometrisch ausgedriickt, lisst man den Punct
(#,, @,, ;) nach A riicken, so erhilt man: .
e oY dog

e"+e—‘9 —2cosm ’

(20.) o' = 4a®

wo alsdann @ den Abstand des Puncts (8, o, p) ¢ooi4’
vom Pole A vorstellt. Und ldsst man andrerseits
in (19.) das &, = — oo werden, so erhilt man:

&

[ e —
(21') ¢ 4a 4+ —2c080 ’
wo ¢ den Abstand des Punctes (#, ®, ) vom Pole A’ bezeichnet.
Diese Formeln (20.), (21.) konnen, mit Riicksicht auf (15.), so ge-

schrieben werden:

2a 2a .
22. =—_:e—%“' '=—__6*‘9.
Und hieraus folgen sofort die weiteren Formeln:
’ 4 3 Y
(23) e = _.:" % =e’,

von denen die lefzlere nur eine Reproduction der schon frither an-
gegebenen Formel (7.) ist.

Behufs spiterer Betrachtungen erscheint es zweckmissig, bei einem
beliebig gegebenen Punct (9, o, @) fiir das geometrische Mittel seiner
beiden Polabstinde ¢, ¢’ eine besondere Bezeichnung einzufiihren:

(24) E="Vee.
Dann ist nach (23.) dieses
(25.) E=22.

Ve
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Simmtliche fiinf Grissen 8, ©, @, ¥, & kinnen als dipolare Coordinaten
des betrachteten Punctes beseichnet werden, etwa &, o, @ als die eigent-
lichen und ¢, § als die diberzdihligen Coordinaten.
Zwischen ¥ und § findet die einfache Relation (25.) statt; sodass es
* vielleicht als Luxus erscheint, neben % noch das £, oder neben & noch
das 9 einzufibhren. Man mdge entschuldigen, dass ich trotzdem beide
Gréssen v und £ beibehalte. Der Grund ist der, dass ¥ sich wesent-
lich empfiehlt durch seine einfache analytische Gestalt (y == 2 cos &
— 2 cos o); dass andrerseits aber ¢ nicht minder sich empfieblt darch
seine einfache geometrische Bedeutung (denn § ist das geometrische Mittel
der beiden Polabstiinde).

Ueber die unendlich fernen Puncte. — Die Formel (23.) lautet mit
Riicksicht auf (15.):
(a) o =10— 3

.Y e+ e —2cosm

Soll nun der betrachtete Punct (8, @, ) in unendlicher Ferne liegen,
80 muss @@ = oo, mithin
(3] e +c " —2co80 =0
sein, Hieraus aber folgt sofort, dass fiir diesen Punct & = O, und
ebenfalls = O sein muss [denn ® liegt stets zwischen den Grenzemn 0
und =, vgl. [(3.) p. 98].

Bezeichnet R einen vom Anfangspunct des Coordinatensystems
nach dem unendlich fernen Punct (9, @, @) hinlaufenden Strahl, und «
den Neigungswinkel dieses Strahls gegen die z-Axe, so ist nach (11.):

(y') tg = — - ——- = 5 ——g°

Da nun aber, wie wir soeben gesehen haben, die Coordinaten & und
@ des betrachteten Punctes Null oder (was dasselbe) wunendlich klein
sind, so nimmt die Formel (y.) die Gestalt an: g, oder in Wirklich-
keit die Gestalt:

(d.) tg o = -:-; .

_ Also der Satz: Fiir jedweden unendlich fernen Punct ist sowohl &

wie o unendlich klein. Will man insbesondere diejenigen unendlich
fernen Puncte haben, deren Winkelabstand von der z-Aze einen vor-
geschricbenen Werth e« hat, so muss man & wnd  in solcher Weise

unendlich klein werden lassen, dass der Quotient 2 = tg ¢ wird.
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§ 4.
Das Linienelement, sliagedriickt in den dipolaren Coordinaten.

Nach (17.) und (18.) ist:
(26) E*= 8a? co8i(# — &) — [cos w cos », -} sin w sin w, cos (¢ — qz,)]

LA
oder was dasselbe:
(27.\E’ 8% (& — &) — cos (v — o,) + 2sin w sin o, sin* }(p — - ®)
/ v,
Bringt man diese Formel auf den besondern Fall in Anwendung, dass
die beiden Puncte (8, , ¢, ¥) und (#,, @,, @,, ¥,) einander unendlich
nahe sind:
8,=0+4+d?, o,=0+do, g=9+dyp, ¥ =9+ dy,
und bezeichnet man in diesem Fall den gegenseitigen Abstand der
beiden Puncte mit ds, so erhiilt man:
— 81 %22 (49) — 08 (d@) + 2 sin @ sin (0 + d) sin’ (4 dg)
Y + dvy)

Der Zihler dieses Ausdrucks kann offenbar auch so geschrieben werden:

(1 + $(d8)) — [1 — (d@)’] + 4(dg)* sin @ sin (@ + dw),
oder kiirzer auch so:

$[(d8) + (do)? + (dg)* sin @ sin (@ + dw))

Substituirt man aber dies in (28.), und unterdriickt man dabei zugleich
die unendlich kleinen Grossen hoherer Ordnung, so erhilt man:
(29) (ds) = 4a? (d49)* + (dw):p ;l' (sin @dg)*

Diese fundamentale Formel wollen wir sogleich weiter benutzen zur
Herstellung des analytischen Ausdrucks fiir gewisse Flichenelemente.

Wir denken uns, ausser den Kugelflichen (Parameter &) und den
Conoidflichen (Parameter @), auch noch das System der Meridiancbenen
construirt (als deren Parameter das Azimuth ¢ angesehen werden kann),
und bhaben alsdann im Ganzen drei zu einander orthogonale Fliichen-
syteme, durch welche der Raum in lauter unendlich kleine recht-
winklige Parallelepipeda zerlegt wird.

Ein solches Parallelepipedum kann man in folgender Weise ent-
stehen lassen: Man markirt irgendwo im Raume einen Punct (8, o, @)
und bezeichnet mit

(28) (ds)'=

dss, dse, dsy
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diejenigen Wegelemente, welche jener Punct durchlaufen wiirde, falls
man seine Coordinaten entweder um (d#9,0,0), oder um (0, dw, 0),
oder endlich um (0, O, dp) anwachsen lassen wollte. In der That sind
alsdann dsjs, ds,, ds, die Kanten eines Parallelepipedums der genannten
Art. Und zugleich ergiebt sich dabei aus (29.):

(asoy = 250,
(30) (dsoyr = 225,
3 . 4a°(inwdg)’
(d%D - y?

Die dss, ds.,, ds, reprisentiren die Liingen gewisser Wegelemente,
und sind, dieser Definition zufolge, stets positiv. Hingegen konnen die
Zuwiichse d®, dw, dp, falls nichts Niheres dariiber festgesetzt wird,
von beliebigem Vorzeichen sein. Der Einfachheit willen nehmen wir
an, dass diese d®, dw, dp wirkliche Zuwiichse, also positive Grossen
seien. Alsdann ergiebt sich aus (30.):

2add
dss = v
2ado
(CID R A0 = —3—,
2a sinod
dsy = __,_'Ef’i;

denn es ist zu beachten, dass a, ¥ und sin o, ihrer Definition zufolge
stets positiv sind. [Vgl. (15.) und (3.)].

Die Linienelemente dss, ds., und ds, stehen senkrecht respective
‘gegen die durch den Punct (8, @, ¢) gehende Kugelfliche, Conoidfldiche
und Meridianebene. Demgemiiss wird z. B. das Product ds.ds, ein
kleines Rechteck reprisentiren, dessen Seiten ds, und ds, auf der ge-
nannten Kugelfliche liegen. Oder kiirzer ausgedriickt: Dieses Product
dsydsy ist ein Element jener Kugelfliche. U.s. w. — Mit Riicksicht
auf (31.) erhalten wir daher folgende Formeln:
4a’sin ododg

(Element der Kugelfliche) = dsydsy = & ,
(32) (Element der Conoidfliche) = dsyds, = “%"—l,

(Element der Meridianebene) = dsyds, = % 5g 2.

Bemerkung. — Die Vorzeichen in den Formeln (31.), (32.) sind,
wie aus unseren Erorterungen hervorgeht, nur dann richtig, wenn wir
die d?, do, dg als wirkliche Zuwiichse, d. h. als positive Grossen an-
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sehen. Lassen wir diese Voraussetzung faHen, so wird z. B. die erste
der Formeln (31.) so zu schreiben sein:

dsy = + 2ad8’

Das dss repriisentirt ein Element der auf der Kugelfliche & = Const.
errichteten Normale N, und mag als solches mit d N benannt werden.
Alsdann ist also:

dN =+

2ad® .
S digp=+

Da nun 21; stets positiv ist [vgl. (15.) p. 104], so gelangt man zu folgen-

dem Satz: Errichlet man im Puncte (8, o, @) auf der durch diesen Punct
gehenden Kugelfliche eine Normale N (gleichgiiltig in welcher Richtung),
so wird der Differentialguotient von & nach dieser Normale den Werth
haben :

(33) =+, di — 42 e" [vgl. (25.) p. 105],

wo das posztwe oder negative Vorseichen su nehmen ist, je machdem
© in der Richtung N wdchst oder abnimmdt.

§ b.
Entwicklung der reciproken Entfernung zweier Puncte.

Die bekannte Laplacc-Legendre’sche Entwicklung:

1 n=®
Vi—=2rcosm +r* g"'P.(cos )

ist convergent und giiltig, falls r ein positiver &chter Bruch ist. Dem-
gemiss behilt diese Entwicklung den eben genannten Charakter, falls
man r = ¢ ¥ setzt, und dabei unter g eine positive Grosse versteht.
Man gelangt in solcher Weise, falls man noch auf beiden Seiten mit
€% multiplicirt, zu der Formel:

N L
V1i—8c7cosm + %
Diese Formel aber kann auch so geschrieben werden:

= ¢ 1o ’S‘De—"ﬂ P,(cos @), (g = pos.)
n=0

l A==
= N~ (+i P,(cos ), (g = pos.).
V(e + ¢¥)—2cosm = ( b ¢ pos)
oder, wenn man zur Abkiirzung n 4 } = N setzt, auch so:
(34, L — Se¢MP,(cosw), (9= pos.).

V2cosig — 2cos o foomar
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Diese Formel liisst sich z. B. anwenden auf die friher, in (15.), be-
trachtete Function ¢ = 2cosi¢® — 2cosw. Da das & bald positiy,
bald negativ sein kann, so erhdlt man swei Formeln, nimlich:

n=w

a1 N9 — .
(85. a) Ve = Viewis “seea ,é:e— P,(cos ), falls & = pos.;

(35.b)  hingegen — > 9 P, (cos®), falls & = neg.
n=0

Diese einfachen Dinge vorangeschickt, gehen wir iiber zur eigent-
lichen Aufgabe dieses §, nidmlich zur Entwicklung der reciprocen Ent-
fernung zweier Puncte (9, o, 9, ¥) und (9,, o, ¢,, ¥,). Bezeichnet man
die Entfernung selber mit E, und ihren reciprocen Werth mit 7', so
ist nach (17.), (18)'

V'P V‘l 1
(36, T— ET T2 Jacosi@ —8,) — 2cosy’
WO €0S y = c08 @ €08 @, - sin @ sin @, cos (p — @,).
Hieraus folgt mittelst der Formel (34.) sofort:

(8l.a) T'= Y_V L 20"”“’—’"1’ (cosp), falls & — &, = pos.;

@1.b) T=Y¥V% S e3P, (cony), falls & — 8, —neg?) |

Da der cosy den in (36-) aufgefilhrten Werth besitzt, so kann die
Function P, (cos y) in die bekannte, schon von Laplacc angegebene,
nach den Cosinus der Vielfachen von (¢ — ¢,) fortlaufende Form vex-
setzt werden:

(88.) Py(cosy)="P,(cos®)P,(cos @,)+L'cos(p—o,)+L"cos2(p—e,)+ = ~
wo die L', L”, ... Functionen von @, @, sind. Diese Functionen L', L", -~
lassen sich bekanntlich ebenfalls in ziemlich einfacher Gestalt angebe= =
Fiir unsere Zwecke aber ist ein niiheres Eingehen hierauf nicht &= —~
forderlich.

*) So einfach nun die Ableitung der Formeln (37. a, b) auch sein mag, ’
scheint es mir, im Anbetracht ihrer fundamentalen Bedeutang fdr die ganze =
entwickelnde Theorie, doch angemessen zu bemerken, dass diese Formeln woE-
zuerst in meinem Werke von 1862 iber die nichtconcentrischen Kugelfiichen, das- ~
selbst p. 90, gegeben sein dirften. In jenem Werke ist gezeigt, wie man unm
Anwendung dieser Formeln alle Aufgaben der Elektrostatik und des Warmegleicls —
gewichts fir zwei Kugeln mit ebenderselben Leichtigkeit, wie nur fiir eine Kugel »
zu 18sen im Stande ist.



Theorie der dipdlaren Coordinaten. 111

8§ 6.
Sich anschliessende Betrachtungen.

Wir stellen uns folgende Aufgabe: Es ist gegeben eine den Pol A4
umschliessende, ausserordentlich kleine Kugelfliche des dipolaren Systems,
deren Parameter 9, also positiv und ausserordentlich gross sein wird:
(ﬁ-) 0< 9 <oo.

Diese Fliche sei mit Masse belegt, in beliebiger Weise, jedoch sym:-
metrisch zur z-Aze. Es soll das Potential dieser Belegung auf einen
variablen Punct (9, @, @) berechnet werden, unter der Voraussetzung,
dass der Punct ausserhalb der Kugelfliche liegt, mithin

(ﬂ ‘) 8 < 8.1

ist. Bezeichnet man also z. B. irgend ein Element der Kugelfliche
mit do, und seine Coordinaten mit (9, ,, ®,), so wird die reciproce
Entfernung 7' dieses Elementes vom Puncte (9, @, ) zufolge (8.) und
mit Riicksicht auf (37. a,b) den Werth haben:

() T = V2 V0 S 0500 P, cos 1),

wo P,(cos y) nach (38.) darstellbar ist durch:

(8.) P.(cosp)=P,(cos@)P,(cosw,)+ L'cos(p—e,)+L"cos2(p—e,)+ -,

Die Dichtigkeit g, einer auf der Kugelfliche (9,) ausgebreiteten
Massenbelegung wird im Allgemeinen eine beliebige Function von @,
und ¢, sein. In unserm Falle aber wird sie, weil die Belegung sym-
metrisch zur z-Axe sein soll, lediglich von ®, abhingen:

(¢) & = f(@,).

Ausserdem hat das Flichenelement do, den Werth:

) do, = A2 ER0d0E0 1y (32) p. 108)

Das Potential U der in Rede stehenden Massenbelegung auf den Punct
(#, o, 9):

(n.) U= [[Tqdo,

gewinnt nun durch Substitution der Werthe (3.), (&), (§) die Gestalt:

R [ e .
(8) U=2aVy ff(ZeN<~°~-"->P.(cosy)) f(w) sn o doy dg,
0% \"=°

Ve,
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Substituirt man hier fiir P,(cos ) die Entwicklung (d.), so ist die (von
0 bis 2z gehende) Integration nach ¢ sofort ausfiihrbar; man erhalt

somit:
n
'~ .- f(®,) sin o, des,
) U=4mna eN3—3) P, (cos @) P, (cos @,) | —Lr——2—L.
© Vo [ (Serem oo P | et

Um nun die Integration nach @, ebenfalls auszufiihren, bemerken wir, ,
dass der Ausdruck:

4% __ (o)
(2.) R Oy =Sy L [vgl. (15.) p. 104],
abgesehen von der Constanten &, (dem Parameter der gegebenen Kugel-
fliche) nur von @, abhdngt, mithin z. B. entwickelbar ist in eine nach

den P,(cos @,) fortschreitende Reihe: .
% __ f(o,) b=
() Ve ne = = A Palcos ),

wo die A, Constanten sind. Substituirt man den Werth (4.) in die
Formel (¢.), so folgt:

(u) U=4=a}y ]’(’E'oe”("‘” ) P,(cos @) P, (cos ;aa,)) (“3: AnPy(cos ml))sino,dc,.

Hieraus aber folgt, mittelst der bekannten Integral-Eigenschaften der
. Functionen P,, sofort:

(») U=4naVy 2 ﬁ A, ") P, (cos w),
oder, falls man die Constante

& 2:—’_':1 4,e¥% =B,

setzt, und ausserdem das )9 wnfer das Summenzeichen bringt:
(o) U=§B,.V1[—)e”"1’,.(cosm), wo N=n 4 }ist.

Wenn es uns beliebt, konnen wir unsere Betrachtung z. B. suf
den besondern Fall anwenden, dass in (2.) die Coefficienten 4,, mit
alleiniger Ausnahme von A4, alle = O sind, also anwenden auf ein¢
Massenbelegung, deren Dichtigkeit g, der Formel entspricht:

() Lo = 4,P,(con0).
Alsdann werden nach (£.) die B, ebenfalls — 0, mit alleiniger Aus:
nahme von Bg; so dass man also aus (o.) erhilt

(e) U= B, Vv &1t* P (cos ),
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wo By eine Constante ist. — Der Ausdruck (p.) reprisentirt also das-
jenige Potential, welches auf den variablen Punct (&, o, ¢) ausgeiibt
wird von einer gewissen Massenbelegung der den Pol A umschliessen-
den kleinen Kugelfliche. Da diese Kugelfliche beliebig klein, mithin
auch unendlich klein sein darf, so konnen wir jene auf ihr ausgebreitete
Massenbelegung kurzweg als eine gewisse im Pole A vorhandene Masse
bezeichnen, mithin sagen:

Der Ausdruck (g.) reprisentire dasjenige Potential, welches auf den
variablen Punct (9, o, p) ausgeiibt wird von eimer gewissen im Pole A
vorhandenen Masse. — Demgemiiss gelangen wir, da offenbar die Zahl 5
in (p.) eine ganz sufallig gewihlte ist, zu folgendem Resultat:

Setst man zur Abkiirzung ¢ = e% 4+ ¢ — 2cos @ [vgl. (15.) p. 104],
und ferner N =n -+ %, so ist die Function '
(39.) V4 €3 P,(cos o)
nichts Anderes als das Potential derjenigen Wirkung, welche auf den
variablen Punct (8, ®, @) ausgeiibt wird von einer gewissen im Pole
A(® = 4 o©) vorhandenen Masse, deren Beschaffenheit abhingt von
dem Werthe der gegebenen Zahl n.

In ganz analoger Weise wird man offenbar zu dem Parallelsatz
gelangen, dass die Function '

(40.) V¥ et¥3 P, (cos )

angesehen werden kann als das Potential derjenigen Wirkung, welche
auf den Punct (9, @, @) ausgeiibt wird von eimer gewissen im Pole
A’ (8 = —o0) vorhandenen Masse.*)

§ 1.
Hydrodynamische Aufgabe. Ueber die Bewegung einer Kugel im
Innern einer Fliissigkeit, die #usserlich begrenst ist von
einer. fest aufgestellten Kugelschaale.

Die gegebene incompressible Fliissigkeit sei dusserlich begrenzt
von einer starren Schaale, deren innere Oberfliche ¢, heissen mag.
Und im Innern der Fhismgkelt befinde sich ein starrer Korper, dessen
Oberfliche ¢ genannt werden mag. Jene Schaale sei villig fest auf-
gestellt; der Korper hingegen beweglich. Doch sei durch irgend welche
Vorrichtungen dafiir gesorgt, dass der Korper nur sich selber parallel in
der Richtung der z-Aze fortschreiten kann; (vgl. etwa die Note p. 77).

*) Diese Sitze (89.), (40.) sind nur specielle Fille eines frither von mir an-
gegebenen allgemeineren Satzes. Vgl. mein Werk von 1862, tiber die nichtcon-
centrischen Kugelfiichen, daselbst p. 102,

Neumann, ﬁydrodynnmi:che Untersuchungen. 8
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Abgesehen von den Druckkriften, mit denen Flissigkeit und
Schaale, ebenso Flissigkeit und Korper gegenseitig aufeinander ein-
wirken, mogen noch gegebene dussere Krdfte vorhanden sein, welche
theils auf den Korper, theils auf die Fliissigkeit influiren. Und zwar
mag die Summe der z-Componenten der den Korper sollicitirenden
dusseren Krifte mit X, und das Potential der die Flissigkeit solli-
citirenden #usseren Kriifte mit ¥V = V (z, y, #) bezeichnet sein. .

Ueberdies sei gegeben der Anfangseustand des Koérpers und ebenso
der der Fliissigkeit, und zwar letzterer als ein wirbelfreier [vgl. @ibrigens
die Bemerkung p. 77]. Die unter diesen Umstinden eintretende Be-
wegung des Korpers und der Flissigkeit soll niher untersucht werden, und
swar unter der besonderen Vorausseteung, dass o, und ¢ Kugelflichen
sind, und dass das feste Centrum c, der Kugelfliche 6, auf derjenigen
geraden Linie sich befindet, lings welcher das Centrum c¢ der Kugel o
sich bewegt. Diese gerade Linie mag der Einfachheit willen geradezu
zur z-Aze des Coordinatensystems genommen werden.

Bezeichnet ¢ die z-Coordinate des Kugelcentrums ¢, und M die
Masse der Kugel, so ergiebt sich fiir die Bewegung derselben die Diffe-
rentialgleichung: .

1) MEE_ X4 X,

wo X die schon genannte Bedeutung hat, mithin gegeben ist, wiahrend
X? die z-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche auf die
Kugel ausgeiibt wird durch den Druck der umgebenden Fliissigkeit.
Unsere Hauptaufgabe besteht nun in der Berechnung dieser noch um-
bekannten Kraft X». Und zu diesem Zwecke benutzen wir das Princip
der lebendigen Kraft:

@) WAW) 8L g (5) p. 37),

Was die einzelnen Glieder dieser Gleichung betrifft, so hat zuvorderst
die wihrend der Zeit d¢ von der Fliissigkeit auf die Kugel ausgeiibte
Arbeit dL den Werth:

3. dL = Xrdg,

wo X? die schon genannte Bedeutung hat, und dr den Zuwachs der
Coordinate ¢ wihrend der Zeit d¢ bezeichnet. Ferner ergeben sich fir
das von den dussern Kriften auf die Fliissigkeit ausgeiibte Gesammt-
potential W die Formeln:

W=0C— W,

J
4) Yo 281;’_ % xs % vgl (6), (1), 8), 9. p- 78}
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wo z. B. X/ die 2-Componente derjenigen Wirkung vorstellt, welche
die dem Potential V entsprechenden dussern Krifte auf die Kugel aus-
fiben wiirden, falls ihre Materie identisch wire mit der der gegebenen
Flussigkeit. Demgemiss kann diese Kraft X/ kurzweg als dic dem
Princip des Archimedes entsprechende Kraft bezeichnet werden.

Substituirt man die Werthe (3.), (4.) in die Formel (2.), so er-
hélt man sofort:

®) A= —@+X)E—— X+ X6,
wo zur Abkiirzung die augenblickliche Geschwindigkeit der Kugel:
dy
(6.) =0
gesetzt ist. Aus (5.) folgt nun:
1 4T
(1) ==X =G

Mittelst dieser Formel (1.) werden wir nun weiterhin die unbekannte
Kraft Xr wirklich berechnen, und zwar in der Weise, dass wir suvirderst
das Geschwindigkeitspotential ® der Flissigkeit, sodann die leben-
dige Kraft T der Flissigkeit bestimmen, und endlich durch Substitution
des Werthes von T in jene Formel (1.) den Werth der Kraft X° er-
mitteln. Die hiebei zur Bestimmung von ® und 7' anzuwendenden
Gleichungen sind leicht angebbar.

Der von der Fliissigkeit eingenommene Raum R ist nimlich ein
schaalenformiger, begrenzt von den beiden Kugelflichen ¢ und o,, und
folglich ein einfach susammenhingender. Demgemiiss ergeben sich fiir

das Geschwindigkeitspotential ® der Flissigkeit die Bedingungen:

8.) o, %%, aa%, %% stetig, und A® = 0, im Raume R;

(9) 5N = 3308 (N, 2) + 57 cos (N,9) + % cos (N, ), an der Ober-

fliche von .

In der That erhilt man diese Bedingungen sofort aus den Sitzen
p- 26, falls man nur die dortige Formel (I. ¢) in diejenige Gestalt ver-
setst, in welcher sie in (6.) p. 18 eich priieentirt. Auch folgt aus jenen
Sitzen p. 25, dass durch diese Bedingungen (8.), (9.) die Function ¢
vollig bestimmt ist, bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhingen-
des Glied.

Nun besitzt aber die Kugel o eine nur fortschreitende Bewegung
in der Richtung der z-Axe. Die Geschwindigkeit eines jeden Ober-
flaichenpunctes (§, 5, §) der Kugel ist daher identisch mit der Ge-
schwindigkeit ihres Centrums. Also:

af __ dg

d d
S =5 =G, [vgl (6)], und 3] = 2§ =0
e
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Andererseits soll die @ussere Begrenzungsfliche o, der Fliissigkeit ab-
solut unbeweglich sein. Fiir jeden Punct (§, %, {) dieser Fliche ist

daher
ag d'r) — at =0
at dat :
Und demgemiiss nehmen die Bedmgungen (8.), (9.) folgende Gestalt an:

(10) o, g:, aa: %—%— stetig, und A® = 0, im Raume R;

e

(11. a) = G cos (N, z), auf der Fliche o;

6

(11.b) 7 “’ —0, auf der Fliche o,

Bemerknng. — Bezeichnet man einen beliebigen Punct der Fliiche ¢
mit (z, y, 2) und die daselbst auf ¢ errichtete Normale mit N, so ist
offenbar:

oz 0 oz
an = 08 (N, z), a—z = cos (N, y), an = cos(N, £).
Und demgemiiss km in der Formel (11. a) statt cos (N, ) auch der

Differentialquotient a_N sabstituirt werden.

Sobald ® mittelst der Formeln (10.), (11. a, b) berechnet ist, er-
hiilt man sofort den Werth der lebendigen Kraft 7'

(12) =2 [f[, (®, ®) dzdyds, [vgl (2) p. 44].

Diesen Werth aber kand man, weil ® im Raume R den Bedingungen
(10.) entspricht, auch so schreiben:

(13) T=2 ( ff«n do + [f«» dao) [vgl. () p. 41],

wo das eine Integral iiber alle Elemente do der Fliche o, das andere
iiber alle Elemente dg, der Fliche o, hinerstreckt zu denken ish
Diese letzte Formel (13.) gewiunt endlich mit Ricksicht auf (11.%Db)
die einfachere Gestalt:

(14) T=27 [[0cos (N2)do = — 5 [ & cos (R, z)de.
Denn in all' unsern Formeln ist unter N die der Flussigkeit ab-

gewendete Normale zu verstehen, withrend das R in (14.) die entgege®
gesetzte Richtung, nimlich die des Kugelradius repriisentiren soll
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§ 8.
Berechnung des Geschwindigkeitspotentials.

Wir betrachten das gegebene materielle System in irgend einem *
Zeitaugenblick t seiner noch unbekannten Bewegung. Construiren wir
nun in der zy-Ebene eine Kreisperipherie, welche in diesem Augenblick
die beiden Kugelflichen 6 und o, senkrecht durchbohrt, so wird die
z-Axe von dieser Peripherie in zwei Puncten geschnitten werden, von
denen der eine A4 innerhalb o, der andere A’ ausserhalb o, liegt. Be-
trachtet man aber diese beiden Puncte 4 und A’ als Pole, so sind
jene Flichen ¢ und ¢, nichts Anderes als zwei Kugelflichen des zu 4
und A’ gehorigen dipolaren
Systems; wie sich solches
aus unseren fritheren geome-
trischen Betrachtungen (p.97)
sofort ergiebt. Und um alles
mit unsern damaligen Be-
trachtungen in Einklang zu
bringen (vgl. z. B."die Figur
p- 97), wollen wir die Dinge
so einrichten, dass die z- Axe
des dipolaren Systems ver-
tikal nach Oben gerichtet ist,
dass ferner der Pol 4 und
die beiden Kugelflichen ober-
Aalb der yz-Ebene liegen, mit-
hin der Pol A’ unterhalb dieser
Ebene sich befindet. Bezeich-
met man alsdann die Para- _
ameter der beiden Kugelflichen yx
© und ¢, mit & =7 und
¥ = 1,, so sind offenbar
(1.) 7 selber, und 6§ =1 — 7, (-o0)4'

zwei positive Grossen,
wund folglich
@) g =e*"und f= ¢~ positive dchle Briiche.

Dies vorangeschickt, nehmen die fiir das Geschwindigkeitspoten-
tial & =& (z,y, #) aufgestellten Bedingungen, falls man die dipo-

LA
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laren Coordinaten von (z, y, #) mit (8, o, @) bezeichnet, fblgende Ge-
stalt an:

3 o2 %% 20 setig, und A® = 0 im Raume %;

0 0 . .
(4. a) (ﬁ)aa = G(a—‘;)h, auf der Fliche (1.); [vgl. die Bemerk. p. 116];
(4.b) %%)aﬁ, = 0; auf der Fliche (z,).

Durch diese Bedingungen (3.), (4.a, b) ist die Function ® villig
bestimmt bis auf ein additives nur noch von der Zeit abhingendes Glied;
wie Analoges schon bei den Gleichungen (8.), (9.) p. 115 bemerkt
wurde. Uebrigens kdnnen wir diesen Satz, da wir gegenwértig immer
nur einen gegebenen einzelnen Zeitaugenblick in Betracht ziehen,
mithin die Zeit als eine gegebene Constante ansehen, und folglich
jedwede nur von der Zeit abhéingende Function ebenfalls als eine Con-
stante zu bezeichnen haben, auch so aussprechen: Die Function ® ist
durch die Bedingungen (3.), (4. a, b) villig bestimmt bis auf eine additive
Constante. '

Es handelt sich nun darum, die diesen Bedingungen (3.), (4. a, b)
entsprechende Function ® wirklich zu bgrechnen. Bezeichnet man die
dipolaren Coordinaten des variablen Punctes (z, y, £) mit (9, o, o, ¥),
so wird den Bedingungen (3.) Geniige geschehen, wenn man ¢ z. B,

(G)) = V¥ e¥? P, (cos®), oder = }/y e¥? P, (cos )

setzt, wo n eine beliebige ganze Zahl und N = n 4 } sein soll. Dies
ergiebt sich niémlich unmittelbar aus den Sitzen (39.), (40.) p. 113,
falls man nur beachtet, dass die beiden Pole A und A" ausserhald des
von der Fliissigkeit occupirten Raumes R sich befinden. — Demgemiss
wird also jenen Bedingungen (3.) z. B. auch genfigt werden, wenn man
fir ® irgend ein Aggregat der Functionen (5.) nimmt, mithin setst:

- n=w

(6.) Y go (Ane¥? + B,e¥3) P,(cos ),

wo A,, B, Constante sind. Es handelt sich nun darum, diese noch
disponiblen Constanten A,, B, der Art zu wihlen, dass gleichzeitig
auch den Bedingungen (4. a, b) Gentige geschieht. Zu diesem Zwecke
missen wir die Formel (6.) nach & differenziren, wobei zu beachten
ist, dass & auf der rechten Seite der Formel doppelt vorkommt, nimlich
erstens explicite, und zweitens insofern, als es in

(1) P == 200819 — 2cos @, [vgl (15.) p. 104]
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enthalten ist. In Folge dieses Umstandes ist die Ausfithrung der Diffe-
rentiation ein wenig miihsam.

Zur Erleichterung derselben wollen wir zundchst an Stelle der
Formel (6.) folgende nehmen:

(a) F =V 2 4.¢" Pa(u),
wo nach wie vor .
8) % =2co8189 — 2cos w, und ausserdem p == cos @

sein soll. Wir erhalten alsdann:

55 = V¥ 2 NAe¥ Pu(u) — “:}’_‘” ' 4,6% P, ().

Hieraus folgt durch Multlphcahon mit /%, und mit Ricksicht auf (ﬁ)
]/_ 3—=(2cosn‘) 2@1)2 NA,eM P, (y)—zsmzﬂz A, P, (),

oder anders geordnet:

Vv ————2:2NA.e”"pP,. (y)+§(2Ncosi&— 18in18) A, ¥ P, ().

Das allgemeine Glied der lefzten Summe kann offenbar auch so ge-
schrieben werden:

e"+e"" e — e
(@n+ 0" + S5 ) a e )

oder auch so:

(s + 1) & + ne=?) 4,6 Pa(w),
oder endlich auch so:
(1 4ne®0% 4 (n + 1) 4,65419) P, (p).
Somit folgt:

@) Vv aa—f = }:(— 1) 25 + 1) 4.6¥u Py (u)

+ 3’” (nAne®=1% 4 (n 4 1) A,68419) P, (u.).
n=0

Von diesen beiden Reihen schreitet die letztere fort mach den P, (),
die erste hingegen nach den Producten u P, (u). Doch kann man eine nach
diesen Producten fortlaufende Reihe leicht umwandeln in eine nach den
blossen P, () fortgehende, und zwar mittelst der allgemeinen Formel:

1
@) SORw =2 (3" Ot gy G ) B0
in welcher die C beliebige Constanten sein diirfen.



120 Berechnung des Geschwindigkeitspotentials.

Bringt man diesen Hiilfsatz (d.), dessen Beweis zu Ende dieses §
nachtriiglich gegeben werden soll, auf jene erste Reihe der Formel (y.)
in Anwendung, so nimmt dieselbe folgende Gestalt an:

S (— 1) (g @ 1) A a0 2EL (90 8) 4, c¥409) P, )
oder, was dasselbe, folgende Gestalt:

é (— ndn16®1% — (n 4 1) Apy168+99) P, (u).
Dies in (p.) substituirt, erhélt man:
@ Vo 55 =2 (n(dn— A0 ) e — (n-+1) (Arts— 4 4499) P, (),

oder, falls man mit Y9 dividirt, und zugleich fir F seine eigentliche
Bedeutung ‘(e.) substituirt:

© %% 2 4R ) =

- 7‘; > (5 (4n — A é¥=1% — (4 1) (Anys — o) e3419) P, ().
Man kann aus dieser Formel eine neue Formel ableiten durch Ver-
tauschung von & mit — &, wobei ¥ ungeiindert bleibt [vgl. (8.)] Mul-
tiplicirt man dabei zugleich die ganze Formel mit — 1, und ver-

tauscht iiberdiess die A mit irgend welchen andern Constanten B, so
erhiélt man:

@) 5 (V'J: EB,. P, (u)) =

= 7%2 (—n(Ba—Ba—r) e ¥=124(n+1) (Bat1— ")e—(n’+1)0) Pu(p)-

Diese allgemeinen Formeln () und (7.), tn denen die A und B be-
liebige Constamle vorstellen, kinnen nun sofort in Anwendung gebraché
werden, um den Ausdruck ® (6.) nach & zu differenziren. Man erhilt
alsdann:
20 1 7= [Hn(da— Au )EN07— (14 1) (Aupi— Ay XD |
(8) 9 v 2 |__ — N—1)9 — —( xa}‘P'("'
Ve 25 | —n(Ba—Bas) =99 4 (n+1)(Bus — Ba)e—#+D
Ausserdem ist, um die Bedingungen (4. a, b) wirklich hinzustellen, noch
das g% zu berechnen. Zu diesem Zweck bemerken wir zunichst, dass

der Werth yon z:
isin¢d

z == — 2a v

, WO @ == 2cos t8 — 2cos @ ist, [vgl. p. 102],
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folgendermassen geschrieben werden kann:

205 4 (%)

oder, falls ‘man fir den Quotienten ;/1—'; die Reihe (35.a,b) p. 110

substituirt, auch folgendermassen:
e n(Zerw),
Hieraus folgt sofort:
z=2aVy gNe—” P, (w);

und hieraus folgt weiter mittelst der allgemeinen Formel (7.):

%==00

S= ;—% S (—nN—(N—1))e =12 - (n D[N+ 1) — N]e#+%) P, (u)

. 0z %2 W N '
9) di 5= s é (— ne=d=b9 4 (n 4 1) e *+9) P, (u).

Substituirt man jetst endlich dic Werthe (8.), (9.) in die Bedingungs-
Gleichungen (4. a, b), so verwandelt sich, wie man leicht {ibersieht, jede
dieser beiden Bedingungs-Gleichungen in die Anforderung, dass eine
gewisse nach den P,(u) fortschreitende Reihe = O sein soll. Hieraus
aber folgt, dass die Coefficienten dieser P,(u) einzeln = O sind. So-
mit gelangt man zu folgenden Relationen:

(10.a) F1(d — Au1)e¥ " —(nt- 1) (Auys — Aa )4 } =
—#(Ba— Bat) 08 4 (1+1) (Buogs — Bo) 4
= 2aG [— ne ¥V (n + 1) e
(10.b) {+”(A~—A~—l)e‘”—"'° — (0 41) (Anpr— Ay ) 1% }=
—#(By— Buy)e V0% (04 1) (Brga — B +0w |

wobei n=20,1,2,3,..-
Mittelst dieser Formeln (10.a, b) hat man nun die Cocfficienten A, B
2w berechmen. Substituirt man sodann die in solcher Weise fiir diese
A, B erhaltenen Werthe in den Ausdruck & (6.), so wird hiemst die Be-
rechnung des Geschwindigkeitspotentials & vollendet sein.
Nachtriiglicher Beweis des Hiilfsatzes (8.) p. 119. — Zu demn be-

kannten recurrenten Eigenschaften der Kugelfunctionen P, (u) gehdrt
unter Anderm auch die Formel:

@ (@n 4 1) uPy(p) = nPass(p) + ( + 1) Paya(®);
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vgl. F. Neumann’s Beitrige sur Theorie der Kugelfunctionen, Verlag von
Teubner, 1878, p. 61, Nr. (). Aus dieser Formel folgt fir » == 0, 1, 2,
8, 4, ... der Reibe nach:

1luP(w)= 0 +H1P(w),| G
3uP(u) = 1Py(n) + 2P (p), | $C,
S5pPy(u) = 2P (s) + 3F(n), | $C;
TuPy(p) = 3Py (p) + 4P,(s), | 4Gy

ete. ete. ete. ete.

Multiplicirt man aber diese Gleichungen (b.) mit den danebengesetsten
Factoren, wo die C beliebige Werthe haben dirfen, und addirt, eo er-

(b)

hilt man:
(©) =2 Cop Pa(s) = 2 Dy Pu(w),
wo dié Grdesen D die Bedeutungen haben:

Dy= 0 + %G,
@) D, =G, + 3G,

D, = 3C, - 3G,

Dy = ’?Cs + 4 Cu

' ete. ete.

Diese Formeln (d.) lassen sich offenbar zusammenfassen in die eime
Formel:
() Dp= 5"~ Coat 2—’:‘% Copr, won=0,1,2,3,--.

Substituirt man aber diesen Werth von D, in die Formel (c.), so erhilt
man den in Rede stehenden Hillfesatz (8.) p. 119. — Q. e. d.

§ 9.
Fortsetzung und gleichseitige Einschrinkung auf einen
specielleren Fall.

Die Berechnung der Constanten 4, B aus den Gleichungen (10. a, b)
ist leider mit grossen Schwierigkeiten verbunden, die im Wesentlichen
darin bestehen, dass (wenigstens scheinbar) die Anzahl der Gleichungen
zur Bestimmung jener Constanten nich! ausreicht.

Um digse Schwierigkeiten deutlicher hervortreten zu lassen, und
um die in Rede stehende Rechnung wenigstens fiir irgend einen spe-
ciellen Fall wirklich durchfibren zu konnen, wollen wir annehmen,
der Parameter t, sei = 0 gegeben. Alsdann wird die Kugelfliche (t,)
eine Ebene, nimlich die ys-Ebene sein.
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In diesem Specialfall 7, = O wird offenbar die Gleichung (10.b)

erfilllt, wenn man

(11) B,=A4,+C, B,=A4,+4C By=4,4C, ete. etc.
allgemein: B, == 4, 4 C

setzt, wo das C eine beliebige Constante sein kann. Gleichzeitig nimmt

alsdann die Formel (10.a) die Gestalt an:

(A A ) (= e O=0) (o 1) (A — ) (A 0) =

= 2aG [—ne "1 L (5 | 1) e ¥HVF],

oder, falls man mit (— e—*+9*) multiplicirt:

— (A — A ) (L — ) (nf 1) (A — o) (1—e— 09—
=2aG[n—(n 4 1) e—2] e—2¥, _

Fihrt man nun den #chten Bruch ¢ == e ein [vgl. (2.) p. 117], und

beachtet, dass 2N = 2n - 1 ist, so erhdlt man:

—ng'(1 — @) (A — 4an) + (0 + 1) 1 — @) (4ap1 — 4a) =
=2aG[n — (n + 1)¢"] gH.

Setzt man nun hier endlich » der Reihe nach =0,1,2,3,..., so er-
hilt man zur Bestimmung der A folgendes System von Gleichungen:

+1(1- ¢° (4,—4;)=2aG(0— g¢%)yq,
(12) —1¢*(1—q) (4, — 4,)+2(1—¢°) (4,—4,)=2aG(1 -2,
—2¢'(1 - @) (4; — 4,) +3(1—¢") (4, — 4,)=2aG(2—3¢")¢",
—3¢'(1 — ") (4 — 4,) + 4 (1 — ¢°) (4, — 4;)=2aG(3—44")q',

ete. ete. etec.

Wire A, bekannt, so konnte man aus der ersten dieser Gleichungen
das A4,, sodann aus der sweiten das A,, aus der dritten das A, be-
rechnen, u. 8. w. Jenes A, ist aber unbekannt; und es scheint daher
sur wirklichen Bestimmung der A’s noch eine Gleichung 2u fehlen. Diese
noch fehlende Gleichung wird durch den Umstand geliefert, dass die
Reihe (6.) fir das Geschwindigkeitspotential ® convergent sein soll.
Denn hieraus folgt, dass A4, mit wachsendem » gegen O convergiren
muss, oder kiirzer ausgedriickt, dass

(13) A, =0
ist. Diese Gleichung (13.) zu den Gleichungen (12.) hinzugefiigt, werden
swir jetot die A’s in der That zu berechnen im Stande sein.

Setzt man zur augenblicklichen Abkiirzung:

(14-) Q,. =1 — q" und \ Au = Au -_ An—ly
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so lauten die Gleichungen (12.) folgendermassen:
+ 1@8, =2aG(0 — ¢¥)g, e

(15..) —142Q. 0, + 2Q,A8, = 2aG(1 — 2¢)) g% | T2 Qs

— 2¢°Q;8, + 3Q; 0, =2aG(2 — 39" | Qs
- 392Q5A3 + 40,40, = 2aG(3 — 44’)41; 4_391
ete. ete. ete. ete.

Hieraus folgt durch Multiplication mit den beigesetzten Factoren:

+ 1¢°Q, @4, = 2aGq(0 — Q’)Ql = R,

)y~ 14°Q, @8, + 2¢°QsQs8; = 2aGq(1 — 2¢")Q; = R,,

— 2077 Qs@s8; + 30405 Q; 8y = 2aG9(2 — 3¢")¢; = R,,

—30Q @05 + 497000, = 2aGq(3 — 4¢*) @, = R,
ete. ete. etc.

(16

wo die R,, R,, R,, R;, ... als Abbreviaturen dienen sollen fiir die
rechten Seiten dieser Gleichungen. — Aus diesen Gleichupngen ergiebt
sich nun durch successives Addiren:
1¢°Q, ¢4, =R,
20°0;0;4, = R, + R,,
3¢*¢;@, A, = R, + R, + R,,
407°Q; %A, = R, + B, + R, + R,
ete. ete. ete.

(17))

wo noch fiir die R ihre eigentlichen Bedeutungen, d. i. die rechien
Seiten der Formeln (16.) zu substituiren sind. Mit Riicksicht auf (14.)
sind also diese Bedeutungen der R folgende:

R,=2a6¢0—¢) (1 —q) =2aGq(0—g" — 0+ ¢,

R, =2aGq(1 — 2¢") (1 — ¢°) = 2aGq(1 — 2¢" — ¢ + 2¢°),

R, = 2aGq(2 — 3¢%) (1 — ¢ = 2aGq(2 — 3¢* — 2¢* + 3¢)

Ry =2aGq(3 — 4¢°) (1 — ¢") = 2aGg(3 — 4¢* — 3¢" + 4¢°),

ete. ete. etc.

woraus durch successive Addition sich ergiebt:
R,=2aG40— ¢+ ¢),
R, + R =2aGq(1 — 3¢" + 2¢Y)
R, + R, + R, =2aGq(3 — 64" 4 3¢"),
Ry + R, + R, + By = 2aGq(6 — 10¢° 4 4¢°),
etc. cte. ete.
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Substituirt man also diese R's in (17.), und substituirt man daselbst
gleichzeitig auch fiir die @'s und A's ihre Werthe aus (14.), so er-
hélt man:

= 00 A,
18) A, — A, = 2aG g(gl_—_% l_+:2;1))
4, — Ay = 2aG %((11:%1(353;‘7),
4, — 4y =266 (G =T,
ete. ete. ete.

oder, falls man in Partialbriiche zerlegt:

2¢° *
Al_Ao=aG( 0 _I——q’)’
3¢°
4; — A4, = aG(“—_s_T'—o)
(19)) ~r i ’
As_AieaG (1 'q"'qa- i'_qq'r ’
3q7 54q°
.A.‘ - A,—aG (l q, l_qo))
etc. etc. ete.
Und hiezu tritt noch die Formel (13.):
(20‘) 'Am = 0'
Addirt man jetzt alle Gleichungen (19.) ins Unendliche hin, so wird
die Summe der linken Seiten = A, — A,, also, nach (20.), = — 4,.
Und man erhilt also:
—aG(—--2 ¢ @ _ @
_'A"_GG( 1—¢ 1—¢ 1—¢" 1-—¢ )

Nachdem in solcher Weise 4, gefunden ist, ergeben sich jetzt 4,, A4,,
A,, ... der Reihe nach aus den Gleichungen ( 19) Man erhilt:

Ao=aG(+——q‘—s+ =+ ‘““3 9+ = n‘l""‘);

1——q l—q

ty=a6(— [ ot Lt i St it t),

(21') Ae= aG(— 1_2__?%»+[1__q_1q1+ 1__q_'9‘qo+ 'lihqu "'])’
4= 00(— gt [ifpt Eput-])
4,= “G(_ 14q °+[TE-%“~ ])’

ete. ete. ete,
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woraus, beildufig bemerkt, folgt:

(22, Ao+ 4, + 4, + A4, + A, +----=0.
Uebrigens kann man offenbar simmtliche Formeln (21.) ersetzen durch
die eine Formel:

q n -1 qfn-i-s
(23.) 4. =aG (_ 1 g + [I:;zﬂ;‘s' + - — g + — +- ])'
Da nun g = ¢~* ein positiver dchter Bruch, mithin

P J=o
_*p=qp+qip+qsp+q4p+....=2qu

1—gq =1

ist, so kann man die Formel (23.) auch so schreiben:

24) A= aG’S (—ngortiv 4 [ 30  gowtow - gty ...,
oder auch so: -

(25.) A, =aG 2 (_ ng@nt1y + q® +3)l)

Es bleibt noch tibrig die Werthe der A und B in dem Ausdruck
des Geschwindigkeitspotentials ¢

¢ = W”S?(Aae”" + B.e~¥%) Pa(w), [vgl (6.) p. 118]

zu substituiren. Substituirt man zuvdrderst die Werthe der B:
B,=A4,+4C, [vgl. (11.)p. 123],

so erhdlt man:

®=CVH 3 e Pu(p) + Vo S 4u (7 4 ) Py(p),

wo die erste Summe = -}7117 ist [vgl. (35.a,b) p.110]. Somit ergiebt sich:

(26) ®=C+ Vo> 4u(e"® + e ¥°) Py(g), Wo p = cos @.
. n=0

Dies also ist der Werth des Geschwindigkeitspotentials ® im variablen
Puncte (z, y, 2) oder (¥, @, @, ). Dabei haben die A die m (21.),
resp. (23.), (25.) angegebenen constanten Werthe, wihrend C eine willkihy -
liche Constante vorstellt. Dabei ist das Wort ,constant” stets in dem
Sinne zu verstehen, der p. 118 exponirt wurde.

Unsere niéchste Aufgabe besteht nun in der Berechnung der lebem-
digen Kraft T der Flissigkeit. Zu diesem Zwecke ist der Werth von
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® (26.) in die Formel:
(1) = — % ([ ® cos (R, z) da, [vgl (14.) p. 116},
einzusetzen, und sodann die Integration auszufiithren. Um diese Inte-

gration zu erleichtern, ist es zweckmissig, den Ausdruck ¢ (26.) zu-
vorderst einer gewissen Transformation zu unterwerfen.

§ 10.
Transformation des Geschwindigkeitspotentials.

Fithrt man in (25.) statt # die Zahl N =n + } ein, so erhilt man:
J== qu
(a) Ap=10aG > (-— (N—4§)g*™ 4 .l.—_q_qu),

j=1
Der Ausdruck unter dem Summenzeichen kann auch so geschrieben

werden:

— Ngw 4 1 1’“ g™

oder, falls man fiir ¢ seine eigentliche Bedeutung g = ¢—* substituirt,
auch so:

1 14 ¢ ¥°
— Ne—3Nis - - ,1_— e e——iNj(}

oder falls man zur Abkiirzung 2jz = setzt, auch so:
—Ne—”t’+ 1 lic 4 -{l’

e
oder (was dasselbe) auch so:
2 —Np 0 108]/7—-—{- e P — 2
op Te o6 ’
oder endlich auch so:
1 (Ve 4 e -2) ]
Vétef 2 op
Somit ergiebt sich also aus (a.o)-
a¢  al(Y g e —2) ]
A, =
(by) }: e 7
An Stelle von f kann man, falls es beliebt, auch die enigegengesetste
Grosse y == — f einfihren. Man erhilt alsdann:
A, = 2 (— 1) aG 3[(]/e7 + 7 —2) e”’]

P‘Vc’-{-e 1 _ o oy

, wo B==2j7 ist.

, Wo p=—2j1.

(co)
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Substituirt man ab'er. diese Werthe von 4, in die Formel (26):
® =C+ 3 (Vo Aue® Pu(u) + V¥ Ane=" Pu(w))
n=0

und zwar der Art, dass man daselbst fir das erste 4, den Werth (b,.)
fiir das zweite den Werth (c,.) eintreten lasst, so erhilt man eine Reihe:

(28) O =CH @+ O+ Ot oo B o),
deren allgemeines Glied ®; lautet:

__aGVy 3[(F+e Fg)e ‘9] ¢*9 P, (1)

@) 0,=F] VorT— :
=|_ a6y allVer+er—2)eM ysp
ay B

-
mithin auch so geschrieben werden kann:

2 . n=w i (1__
(& o) |

(30.) &; =
) &= 242G ("2.” 123 Ve’+e —1_g e"'("“’)P.(p))

]/er+ g 07

wobei stets im Auge zu behalten ist, dass § = 2j7 und y = — 2jr sein
soll. Durch die eigenthiimliche Form des Ausdruckes (30.) wird man
sofort zu gewissen geometrischem Betrachtungen hingedringt; denn
man sieht sofort, dass die daselbst auftretenden Summen (von % =0
bis oo erstreckt) nichts Anderes sind als die Werthe der recsprocen
Entfernungen irgend welcher Punktpaare.

Um niher hierauf einzugehen, bemerken wir zuvorderst, dass der
variable Punct (9, @, @) innerhalb des von der Fliissigkeit occupirten
schaalenformigen Raumes R liegen soll, und dass dieser Raum $ be-
grenzt ist von zwei ineinandergeschachtelten Kugelflichen (¥) und (r,).
Demgemiss muss die Coordinate & jenes variablen Punctes (&, o, ¢)
einen Werth haben, der sciner Grisse mach stets swischen v und t, blesbé.
Nun ist die Fliche (r) eine wirkliche Kugel, deren Parameter ¢ positiv
ist. Die Fliche (7,) hingegen ist identisch mit der yzEbene, mithin
ihr Parameter 7, gleich Null. Und es muss daher die Coordinate &
jenes im Raume R variirenden Punctes (9, , ) einen Werth besitzen,
der stets zwischen dem positiven * und dem verschwindenden =, bleibt.
Also die Formel:

(a) t>8>1,=0.
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Hieraus aber folgt sofort a fortiori, dass auch folgende Formeln statt-
finden:

2t > 9> —2¢
(b) 41 >0 > — 41':
ete. ete.
Demgemiiss erhalten wir allgemein:
(c.) 2jt > & > — 2j1,
wo j=1,23,... sein soll, oder was dasselbe ist:
(d.) B>8>yp.

Markirt man also auf der xAxe zwei Puncte
’ ('ﬂﬂr @z, Pg, d’{’) und ('ﬂ'r: @Dy, Py, 'pr),
deren @- und #Coordinaten die Werthe haben sollen:
oy =0 o, =0
©) o _ g di—oi {’ ’
8= B, d.i. = 2jr,
und bezeichnet man diese beiden Puncte kurzweg mit g und y, ferner

ihre reciprocen Abstinde von dem variablen Punct (9, @, @, ¥) respec-
tive mit 7T, und T}, so ergiebt sich mit Riicksicht auf (d.):

¥, =y, di.=—2j1,

VoV¥'ST o
Vo= ter—2 ud T, =8 Z " PP, [ygl (15) p. 104

(f.) und
37.a,b.)p. 110
vy —orper—2, md 1, =200 S nop,y, OO

wo wiederum g =.cos @ sein soll. Mittelst dieser Formeln (f.) aber
gewinnt der Ausdruck (30.) folgende Gestalt:

. 222G T3 242G 07T,
(31) ¢’=7«F_;, 7233 ~ Ve T

Nachtriiglich wird es nun gut sein unsere provisorischen Bezeich-
nungen durch etwas.genauere zu ersetzen. Wir wollen nimlich fortan
die Puncte B und p respective mit 2j und 2j 4 1 bezeichnen, und
die Coordinaten derselben mit den entsprechenden Indices versehen,
desgleichen auch die 7I"s. Die Formel (31.) geht alsdann iiber in:

__2a'G ?sz 24'G 90T %1

(32) o, = Voo 0% Vg 0y
Dies aber in (28.) substituirt, erhilt man fiir das Geschwindigkeits-
potential selber den Werth:

1 6T, 1 8T, | 1 4T, 1 a7, )

Neumann, Hydrodynamische Lntennchnngen. 9
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und diese Formel reprisentirt die auseufiihrende Transformation. Die
hier auftretenden Puncte 2, 3, 4, 5 etc. liegen sdammtlich auf der
zAxe, und haben nach (e.) die Coordinaten:

(34) e o=
¥y = 2jz, B9y41 = — 2j7,

oder ausfiihrlicher geschrieben, die Coordinaten:
(35.) 0 = @y = @, == 0 = Oy == @ ==---- = Null,

&, =27, Oy = — 21,
(36.) 9, =4r, ¥, = —4r,

s = 07, 9, = — 61,
ete. ete. ete. ete.

Fir unsere weiteren Betrachtungen wird es nun nothwendig sein,
uns auf Grund der vorstehenden Formeln (35.), (36.) iiber die Lage
all dieser auf der xAxze befindlichen Puncte 2, 3, 4, 5, 6, ... eine deut-
liche Vorstellung zu verschaffen. Ist die wCoordinate irgend eines
auf der zAxe liegenden Punctes = 0, so folgt daraus sofort, dass der
Punct ausserhalb der Strecke AA’ sich befindet, [vgl. die Definiton
von @ in Formel (8.) p. 100]. Somit folgt aus den vorstehenden
" Gleichungen (35.), dass all jene auf der xAxe befindlichen Puncte 2,
3, 4, b,... ausserhalb der Strecke A A’, also theils oberhalb A, theils
unterhalb 4’ gelegen sein miissen.

Ferner stehen die geraden Puncte: 2, 4, 6,... in einfacher Be-

zichung zu den ungeraden: 3, 5, 7,... Sind n@mlich irgend zwei
Kugelflichen des dipolaren Systems gegeben mit den Parametern &
und — @, so sind beide Flichen von gleicher Griosse und gegenseitige
Spiegelbilder in Bezug auf die yzEbene (vgl. p. 100). Gleiches wird
daher auch gelten von je zwei Puncten (8, @, @) und (— 8, @, ¢),
d. i. von je zwei Puncten, deren #Coordinaten entgegengesetete, deren
- und @Coordinaten hingegen gleiche Werthe haben. Somit folggt
aus den vorstehenden Formeln (35.), (36.), dass 2 und 3, cbenso 4
und 5, ebenso 6 und T w. s. w. gegenseitige Spiegelbilder sind in Beseag
auf die yzEbene.

Wir wissen nun ferner, dass die Centra simmtlicher Kugelflich €n
des dipolaren Systems auf der xAxe und ausserhalb der Strecke A A
liegen (vgl. p. 97, 98), dass mithin die wCoordinaten all dieser Cen&7®
= 0 sind. Und iiberdiess wissen wir, dass fiir jede solche Kugge"
fliche die #Coordinate des Centrums doppelt so gross ist als der Pa X ¥
meter der Fliche (vgl. d. Bemerkung p. 101). Demgemiss wird &1
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z. B. das Centrum ¢ der gegebenen Kugelfliche (r) die Coordinaten
haben:

o, =0, & =21%
Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (35.), (36.), dass dieses Centrum
¢ identisch ist mit dem dortigen Puncte 2.

Lisst man nun einen variablen Punct lings der xAxe, vom Cen-
trum ¢ aus, sich allméhlich herabsenken bis zum Pole 4, so wird dabei
seine zCoordinate bestindig abnehmen, mithin seine & Coordinate be-
stindig wachsen (vgl. p. 103). Demgemiss wird also seine & Coordinate
bei der genannten Bewegung vom Werthe 2t aus
fortwéhrend wachsen bis zum Werth oo, wdhrend
gleichzeitig seine w Coordinate = O bleibt, (denn die
ganze Bewegung findet statt ausserhalb der Strecke
AA4’). Hieraus aber erkennen wir mit Riicksicht
auf die Formeln (35.), (36.) sofort, dass jener von
¢ nach A sich herabsenkende Punct wihrend dieser g j
Bewegung der Reihe nach die festen Puncte 2, 4,
6, 8, 10,... passiren wird; und gelangen somit ()4
zu dem Satz, dass all diese Puncte 2, 4, 6, 8,...
auf der zAxe gwischen ¢ und A gelegen sind;
woraus beiliufig auch folgt, dass all diese Puncte 2,4, ~~— 7| Y?
6, 8,... innerhald der Kugelfliche (vr) sich befinden.
Denn sowohl ¢, wie auch A sind im Innern dieser
Fliche (vgl. p. 97, 98).

Die ungeraden Puncte 3, 5, 7, 9, ... sind, wie doj1a
schon bemerkt wurde, die Spiegelbilder von 2, 4, '
6, 8,.... in Bezug auf die yzEbene. Folglich liegen

all diese ungeraden Puncte 3, 5, 7, 9, ... zwischen (—20)f¢
<" und A, falls man nimlich unter ¢ das Spiegel-
bild von ¢ versteht. .
Recapitulation. — Sdmmtliche Puncte 2j, d. <. 2, 4, 6, 8, ... liegen
innerhalb der gegebenen Kugelfliche (z), und zwar zwischen ¢ und A.
Und andererseits liegen simmtliche Puncte 2j + 1, d. . 3,5, 17,9, ...
ausserhalb jenmer Kugelfliche, nimlich unterhalb der yz Ebene, und
zwar zwischen ¢ und A'; wie solches auch angedeutet ist sn der vor-
stehenden Figur.
Zusatz. — Die festen Puncte 2, 3, 4,5,6, 7,..... liegen mithin
alle im KEndlichen. Die in der Formel (33.) vorkommenden Grdssen

x

(27)-¢c

(— °°)TAI

=) Demgemiiss ist in der vorstehenden Figur dem Centrum ¢ diese seine & Coor-
#-%e: 27 in Parenthese beigefiigt; ebenso wie daselbst auch den Polen 4 und
AW e §Coordinaten, nimlich co und — oo in Parenthese zugefiigt sind.
gt
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T, T, T, T,,.... sind aber die reciprocen Entfernungen dieser festen
Puncte von dem variablen Punct (8, o, @) oder (z, y, £). Somit folgt
0d 0o 00

aus jener Formel, dass ¢ zu Null werden, sobald man

' 9z By’ 9%
den genannten variablen Punct (z, y, 2) sich im Innern der Flissigkeit
nach irgend welcher Richtung hin ins Unendliche entfernen lsst. Oder
mit andern Worten: Es ergiebt sich, dass die Geschwindigkeitscomponenten
o A o

U = g? y U = ("?, w = o® an den unendlich fernen Stellen der Flissig-
ox gy 0z

keit, bestiindig Null bleiben, dass also die F'lissigkeit selber, bei der hier
betrachteten Bewegung, an thren unendlich fernen Stellen bestindig in
Ruhe bleibt. Und demgemiiss wird also in der hier behandelten hydro-
dynamischen Aufgabe keine Aenderung eintreten, wenn wir uns die
Flissigkeit im Unendlichen von irgend einer festen I'liche begrenzt vor-
stellen, z. B. von einer um den Anfangspunct des Coordinatensystems
(x, v, 7) beschricbenen Kugelfliche. Alsdann wiirde also der vom der
Fliissigkeit occupirte Raum R inmnerlich begrenzt sein von der in Be-
wegung begriffenen Kugel, und dusserlich theils von der festen yz Ebene,
theils von einer ebenfalls festen Halbkugelfliche, derem Radius umendlich
gross ist.

Bemerkung. — Bedient man sich der von mir in meinem Werk (von
1862, iiber die nichtconcentrischen Kugelfiichen) gebrauchten Ausdrucks-
weise, und betrachtet man gleichzeitig die yzEbene als eine unendlich
grosse Kugelfliche, so kann man, zufolge der Formeln (35.), (86.) den
Punct 3 denjenigen nennen, welcher zum Punct 2 oder ¢ in Bezug auf
die yzEbcne conjugirt ist. Und desgleichen kann man alsdann weiter
den Punct 4 als denjenigen bezeichnen, welcher zu 3 conjugirt ist in
Bezug auf die gegebene Kugelfliche (z.) Sodann wird man ferner den
Punct 6 als conjugirt zu 4 in Bezug auf die yzEbene, und 6 als conjugirt
zu 6 in Bezug anf die Kugelfliche (z) zu bezeichnen haben. U.s.w.U.s. w.

" Der Begriff der conjugirten Puncte ist aber identisch mit dem Begriff

der Thomson’schen Spiegelbilder (electrical images). Und man wiirde daher
nach Thomson die Puncte 8, 5, 6, 7, 8, 9,. ... als diejenigen charak-
terisiren konnen, welche aus dem Puncte ¢ oder 2 sich ergeben durch
alternirende Spiegelung an der yzEbene und an der Kugelfliche (r).

§ 11.
Berechnung der lebendigen Kraft der Fliissigkeit.

Substituirt man den Werth (33.):
31) &=C+H2a°G (-
(37, +2a2G (

1 67, 1 6T, , 1 4T,
y;, d e, V'l’g 8‘73 V'po 21'0"

__+....

in die Formel der lebendigen Kraft (27.):

(38.)

T = — —Qg./fd) cos (R, z) de,



Die lebendige Kraft der Flissigkeit.

so erhilt man sofort:

(39) T= —-oa’G’(

V"Pn 39’ Vﬂ’a 08, V"Pc 09,
wo die U’s die Bedeutungen haben:

=ff Ts; cos (K, z)da,

40.
( ) UsH.l —‘—‘—ff TQH.] cos (R, x) lld,

19U, 1 3T, tou,
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wo die Integrationen sich hinerstrecken iiber alle Oberflichenelemente
do der gegebenen Kugel (¢v). Dabei bezeichnet R den nach einem
solchen Element do laufenden Kugel-Radius, und (R, ) den Winkel,
den dieser Radius mit der positiven z-Axe macht. Ausserdem bezeichnen
Ts; und T3j4, in den Formeln (40.) die reciprocen Abstiinde des
variablen Elementes do von den im vorhergehenden §. niher besprochnen

festen Puncten 2j und 25 4 1.

Um die Integrale (40.) zu berechnen, mag zuvirderst das allgemeinere

Integral betrachtet werden

() U, = [ T, cos (R, ) do,

wo p einen ganz beliebig gegebenen festen Punct, mithin T, den reci-
procen Abstand dieses Punctes p vom Elemente do vorstellen soll. Man
gelangt alsdann zu folgendem Resultat.

®) U= ‘i‘ 7p €08 (75, Z), falls p innerhald der Kugelfliche licgt.
) Up= 4”( ) 7p €08 (rp, Z), falls p ausserhalb derselben licgt.

I)alm bezeichnet r, dic vom Kugelcentrum nach p laufende Linic, und
p &) den Nei, gungswmkel dieser Linte gegen die positive x Axe.
Bcwecs. Setzt man zor Abkiirzung:
w=(R,z), w,=(r,2), v= (L),

und iberdies g = cosw und p, = co8w,, 80 ist bekanntlich:

14
n=0 u

Tw=2

Ist nun @ das Azimuth des Elementes dg, so wird de¢ = R*dudg, so
dass also das Integral («.) die Gestalt erhiilt:

U, = [ T, cos (R, z) R*dpdp = R [[ T, P, (y) dudy;
denn es ist nach unseren Bezeichnungen cos (R, x) = co8 10 = p, mithin
auch = P, (u). Durch Substitution des Werthes von T, folgt daher:

U,—= I f f ( E.';'F( P, (cos y)) P, (u) dudg.

I +l P, (cos p), falls p innerhalb der Kugelfidiche liegt.
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Und hieraus ergiebt sich mittelst der bekannten Integraleigenschaften
der Kugelfanctionen: '

UP=R2(;§§) P, (!"p)fg’!'

oder weil P, (u,) = p, = co8 w, = co8 (,, z) ist:

/T |
U= 4_"35_ (733,) cos (75, Z), stets vorausgesetzt, dass p innerhalbd. Kugel.

Desgleichen wird man offenbar erhalten:
U= 4—”§R—’ (;I;;) 08 (7, %) falls p ausserhalb der Kugel liegt.
Dies aber sind die Formeln (f.) und (y.). — @. e. d.
Fir die vorgelegten Integrale (40.) ergeben sich nun mittelst
dieses Hiilfssatzes («.), (B.), (7.) und mit Riicksicht auf die Recapi-
tulation p. 131 die Werthe:

U. ixn _ ixn
Y] ==Trg,cos7|:-———-8—rgj,
(41-) An R \3 4n R?
Us;—{-x =73\ N 73,41 COB T = — —~ -'2—-~,
2j+1 2j4+1

wo rg; und 7gy, Abstinde der Puncte 25 und 2§41 vom Centrum
der gegebenen Kugelfliche vorstellen. Aus (41.) folgt sofort:
1 0 Uy iz 1 Ory;

@2) Vv %% 8 Yy 00’
1 OUyn 82 1 (R \Oryn
Vo 9%%h 3 Vg (’21+1) 0%y’
Bezeichnet man nun die z Coordinaten der Puncte ¢, 24,2+ 1 (Figurp. 131),
resp. mit z, Zs;, Zsit1, 80 ist ry =X — xy und ry4y = T. — Xy
Demgemiss ergiebt sich mit Riicksicht auf p.- 103:

Ory __ 9% _ 2a
09y, 09y, g’
Oty 0%yp %4
0841 0¥%t1 Yyt
Somit gehen die Formeln (42.) tiber in:
19Uy 8=a (;)“
V,p’j 3031 38 V wzj )

%) 1 Uy t6ma 1 RN
V¥s1 9% o 8 (V%,-T, 'af+l) ) )
Da die #Coordinaten der Puncte 2j und 2j -+ 1 nach (34.) die Werthe
haben: 2jz und — 2j7, so ergiebt sich:

Vs = Pgp1 = (0° — ¢*)*,  [vgl (a) p. 103.]
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Nimmt man aber hiervon die positive Quadratwurzel, und beachtet
dabei, dass j und = beide positiv sind, so ergiebt sich:

I el (T el Gl e’
(a) ( ]/%j) (m) ( _sﬂ)s

Bringt man ferner die allgemeine Formel (&) p. 103:
3,

G __ o
E=+4+2¢—% —°¢

— T (e —1) (e —1)

auf die Entfernungen R und 744, in Anwendung, so folgt¥*):

) R -—2a( 1)—(e D) = 2a o
- 2 YT h(l I+
Tepp1 = i = 2a =Y
( (¥ —1) (1 —e ) (*—1) (1—e¥)

und hieraus durch Division und Erhebung zur dritten Potenz

R\ (T(1—eV)\s
(”m}l ( 1— 2t )

Hieraus aber, und aus (a.) ergiebt sich sofort:

Patadi 3

(<) (V%H-; "2J+1) (l — et ”’) ) .
Substituirt man jetzt die Werthe (a.), (c.) in (43.) so erhilt man

_1 _a& ___8may/ & \3  8=a 7 \3

Vey 08, 8 (l - c"”) T8 (T——?}) ’
(44.) )

1 0 U2;+| 16xa/ Ut 5 | 18=ma gt \s
V'Ps; 1 0%y N (1__ Fum)r) L _qwz)

wo g = ¢~* ist, ebenso wie frither [vgl. z. B. (2.) p. 117]. Substi-
tuirt man jetzt endlich die Werthe (44.) in den Ausdruck der leben-
digen Kraft T (39.) so erhiilt man:

T = 2(,23’"' (quT)a"' (li’q)s (l_q_'q)sq....
+2(H)+2( )+2(1_ )

*) Es ist nimlich Toig1 die Entfernung des Punctes 25 4 1 vom Centrum c.
Andererseits kann R angesehen werden als die Entfernung zwischen ¢ und zwischen
einem oberhalb ¢ auf der rAxe liegenden Puncte, dessen 8 Coordinate == ¢ ist
Uebrigens kann man die erste der Formeln (b.) auf einfachere Art herleiten. Vgl.
den Nachtrag am Schluss dieses §.

(45
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wo die Glieder der crsten Zeile von den Puncten 2j, die der zceifen
von den Puncten 2j 4 1 herrithren. Diese Formel (45) reducirt sich
sofort auf:

a6y 1= (i) +3{ () +( ) +(: ) +-])

oder (was dasselbe) auf:
o a2 5]

Nun hat der Kugelradius R nach (b.) p. 135 den Werth:

(£) R=22¢__ 2“2 ;, woraus folgt: 2a — R 2= q

1—e 1

Substituirt man diesen Werth von 2a in (47.), so erhalt man:
j=» J 3
— e X —_ 7 )\
48) T="tme {1 +3(1 qﬂ)sg(l_qm,) |

Verschiedene Darstellungen der lebendigen Kraft. — Bezeichnet
man in (48.) den Ausdruck in den geschweiften Klammern mit F,

und beachtet man, dass das G- nur Abbreviatur ist fiir :i [vgl. (6.) p. 115),
80 erhilt man:

e dp\?
(49.) . T="2RF d—t) ,
wo F den Werth hat:
J 3
(50) =1+30 —q’)“z( —Sm)

=t
Demgemiss kann dieses F' auch so dargestellt werden:

- J=o

(BL) F=14-3(1—¢"° > q¥(1+3g¥H54 6 g 104554 15g5+9f ..,
=t

oder, mehr symmetrisch geschrieben, auch so:

(5Z)F 1+3(1_Q.) V q31+3_|_ q.'s,+5+ q’l+7+4 .5 ‘H—9+ )

=1
oder, was dasselbe, auch so:

1 —
(63) F=1 +3(T )
oder falls man jetzt die Summation j ausfithrt, auch so:

(54.) F=1+43 (‘—qq')“’ "=°°(" (n+1) _(9”3 ‘_)’_)

2n+,l

3 f==> n=°°(” (n+ 1) q(g,,+l) (J+1))

=1 n=1
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Man kann schliesslich die Function F entwickeln nach Potenzen von g,
und erhilt alsdann eine Reihe:
(A)  F=143¢—9¢"+3¢° +18¢" — 9g*—2Tg"+ -+,
deren Coefficienten kein besonders einfaches Gresetz darbieten. Hieraus
folgt z. B.:

(B.) EE = 9q2 -_ 45q‘ + 18q5 + see
mithin:
©) P e —9¢ —36¢"+ 184+ -
Bemerknng Mlttelst der Formel (50.) ergiebt sich leicht, dass
sowohl F, wie auch stets positiv sind, falls man nur beachtet, dass

q ein positiver dchter Bmch ist. Man kann nimlich jene Formel (50.)
auch so schreiben:

(a) F=14+3@n+an+tet+ - -+o+-

wo alsdann ¢; die Bedeutung hat:

(ﬂ) (1 - qa) 'd

P = 1— qz,+2‘ :

Dieses ¢, lisst sich offenbar auch so schreiben:

¢
A L Y
und hieraus folgt:

=g+t 4+ T+

oder etwas anders geordnet:
s =@+ @ N+ @)ty

wo das letzte Glied = (¢* + ¢—% + 1) oder = (q' + ¢?!) ist, jenachdem
J gerade oder ungerade. Hieraus folgt durch Differentiation nach g:
e

d
L) =i S = -9 e T

wo das 4 = 2 oder = 1 ist, jenachdem j gerade oder ungerade.
Da nun ¢ ein positiver #chter Bruch ist, so ergiebt sich aus

d
(B.), (7.), dass @; und —‘% stets positiv sind. Hieraus aber folgt mit
Riicksicht auf (ee.), dass Gleiches auch gilt von F und Z—: — Q.cd.
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Nachtrag. — Ein Blick auf die frihere Figur p. 97 zeigt, dass da-
selbst (ca) mittlere Proportionale ist zwischen (¢ 4) und (c4"):

(£) (ca) = V(cA)(cA).

Dieses (ca) repritsentirt aber, wie jene Figur zeigt, dem Radius R
derjenigen Kugelfliche des dipolaren Systems, deren Centrum in c liegt;
wilhrend andererseits die rechte Seite der Formel (f.) bezeichnet werden
kann als das geometrische Mittel £ der beiden Polabstinde des Panctes c.
Die Formel (f.) nimmt daher die Gestalt an R = §, d. i.

(g) R? = £ = 4a'y™', [vgl. (25.) p. 105.]

Hieraus aber folgt, wenn man fiir die ¢ Coordinate des Centrums ¢ ihren
analytischen Ausdruck substituirt:

(h) R* = 4a%° (¢ — 1), [vgl. (a), p. 108),

wo das & die &Coordinate des Centrums ¢ vorstellt. Diese & Coordinate
ist bekanntlich aber doppelt so gross als der Parameter der in Rede

stehenden Kugelfiiiche [vgl. die Bemerkung p. 101]. Bezeichnet man also
diesen Parameter mit r, so ergiebt sich:

(i) R? = 4a%e¥ (e — 1)~2,

Und hieraus folgt:

k) {R == 2ae* (e — 1), falls ¢ positiv,

(k. R =2ae* (1 — €)™, falls © negativ ist.

Also der Satz: Denkt man sich irgend eine Kugelfliche des dipolarem
Systems vom Parameter t gegeben, 80 wird der Radius R dieser F'lache

den in (k.) genannten Werth besitzen. Und hiemit steht in Einklang der
vorhin (b.) p. 136 fiir R gegebene Ausdruck.

§ 12.

Die Resultante der von der Fliissigkeit auf die Kugel
ausgeiibten Druckkriifte.

Die Oberfliche der betrachteten Kugel hat den Parameter & = =.
Folglich ist die & Coordinate ihres Mittelpuncts = 2z (Satz p. 101).

Demgemiiss ergiebt sich fiir die 2Coordinate dieses Mittelpunctes der
Werth: '

(55) p=a %t —a ¥ (vl () p. 103]
Andererseits hat der Radius R der Kugel den Werth:

(56.) R=-1-2fgf, [vgl- (£) p. 136].

Aus (55.), (566.) folgt durch Division:

(57 E=1T '
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und hieraus durch Differentiation nach der Zeit:

1dy 1—gq*dgq
Rat~ ~ "2 dt?
oder was dasselbe ist:
- dq 29* 1.dg
(58) dt =~ 1—gq" Rdt’
Nun hat auch (49.) die lebendzge Kraft T der Fliissigkeit den Werth
=T €L
=3 °F (dt) ’

wo F nur von g abhiingt, withrend ¢ (die Dichtigkeit der Fliissigkeit)
und I (der Kugelradius) Constanten sind. Durch Differentiation nach
der Zeit erhilt man also:

arT ne dF dq dg d*r¢
dat _Ra(dq ac( ) +2thdt’)

oder, falls man fir & — ; den Ausdruck (58.) substituirt:

arT zo 29 dF (dy ,dx d'y

w—3 F (_Rl—q’ dq( ) +2Iatd'¢')'
Substituirt man aber diesen Werth in die frither gefundene Formel:

14T -

(59.) Xr= — Xi— a:) °rr  Ivgl (1) p. 115],
so erhiilt man:

Y 2o q' dF (dg 21!0
(60) Xr——X 430 p L O (a t) BFYE,

wo ¢ den Werth hat:
(61.) g =i VE—E

Dieser Werth niimlich ergiebt sich sofort aus der Gleichung (57.),
falls man nur beachtet, dass g ein positiver dichter Bruch ist. Wir
haben somit folgenden Satz:

Die incompressible Fliissigkeit befinde sich auf derjenigen Seite der
yz Ebene, auf welcher die positive x Aze liegt, und sci dusserlich begrenzt
theils von der festen yzEbene sclber theils von ciner ebenfalls festen
Halbkugelfliiche, die um den Anfangspunct des Coordinatensystems mit
wnendlich grossem Radius beschricben ist (vgl. den Zusatz p. 131). Im
Innern der Fliissigheit befinde sich eine Kugel, deren Mittelpunct auf der
x Aze liegt, und lings dieser Axe frei beweglich ist.

Auf dieses aus Kugel und Fliissigheit bestehende materielle System
mogen von Aussen her gegebenc Krifte einwirken. Und zwar mag die
Summe der xComponenten der die Kugel sollicitivenden dussern Krifte



140 Der auf die Kugel ausgeiibte Druck.

mit X, andererseits das Potential der die Fliissigkeit sollicitirenden
dussern Krifte mit V=V (z,y, £) bezeichnet sein. Ueberdiess sei der
Anfangszustand der Kugel und ebenso der der Fliissigkeit in beliebiger
Weise gegeben, jedoch letzterer als ein wirbelfreier.

Alsdann ergiebt sich fiir die Bewegung der Kugel die Differential-
gleichung :
(62.) Ms dt‘ =X+ Xr,

wo M die Masse der Kugel, ¢ die z-Coordinate thres Mittclpunctes, und
Xr dic z-Componente derjenigen Wirkungen vorstellt, welche anf dic Kugel
ausgeitbt werden durch den Druck der umgebenden Fliissighkeit.

Bezeichnet man nun den Radius der Kugel mit R, die Dichtigkeit
der Fliissigkeit mit o, setet man ferner

_-Vx R?
(63.) g=t=r ==,

und versteht man endlich unter F oder F(q) dic auf p. 136 besprochene
Function, so hat dic in Rede stehende Componente XP den Werth:
64) Xo—m—X 4250 ¢ dF dr)' _txe ppde.
Dabei reprisentirt Xi die dem Princip des Archimedes entsprechende Kraft,
namlich dic z-Componente derjenigen Wirkung, welche dic dem Potential
V entsprechenden dusseren Krifte auf dic Kugel ausiiben wiirden, falls
dic Materie der Kugel identisch wire mit der der gegebenen Fliissigkeit.
Die Componente X? besteht also im Ganzen aus dre: Theilen.
Der erste Theil ist = — XJ, der sweite proportional mit dem Quadrat
der Geschwindigkeit der Kugel, und der dritfe proportional mit der
Beschleunigung der Kugel.

Da g ein positiver dchter Bruch ist, ferner F und stets po-

sitiv sind (Bemerkung p. 137), so ergiebt sich aus (64.) sofort dass
der zweite Theil der Kraft X» ebenfalls stets positiv, also von soldla'
Art ist, als finde zwischen der Kugel und der festen Wand (der yz-Ebene)
eine gegenscitige Abstossung statt. Andrerseits ergiebt sich aus (64.),
dass der drittc Theil von X*2 negativ oder positiv ist, je nachdem die

Beschleunigung i}f einen positiven oder ncgativen Werth hat, dass mit-
hin dieser dritte Theil von XP als eine Kraft cu bezeichnen ist, twelche
der augenblicklichen DBeschleunigung der Kugel jederzeit entgegen arbeitet.

Der #chte Bruch ¢ (63.) hat eine einfache geometrische Bedeutung.

Bezeichnet man niimlich den Anfangspunct des Coordinatensystems
mit o, den Mittelpunct der Kugel mit ¢, und legt man von o aus eine
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Tangente op an die Kugel (p der Beriihrungspunkt), so ist offenbar
(ocp) ein bei p rechtwinkliges Dreieck. Bezeichnet man die Seiten
dieses Dreiecks mit (oc), (op) und (cp), so kann man die Formel (63.)
auch so schreiben:
_ (0¢) = (op),
(cp)
Aus dem genannten Dreieck (opc) ergiebt sich aber sofort: (op) = (oc)cosx
und (cp) = (oc)sin x, wo x den Innenwinkel des Dreiecks bei o vor-

stellt. Somit folgt:
(00) — (0c)cos x _ 1 — cos x
(oc)sinx  sinx ’
oder kiirzer: g
(65.) o 71— tang -;—
Der hier eingefiihrte Winkel x kann etwa bezeichnet werden als der
sphiirische Radius des von o aus an die Kugel gelegten Tangentenkegels.
Dieser Winkel % variirt offenbar zwischen 0° und 90°, mithin ¢ selber,
nach (65.), zwischen O und 1. Es wird némlich x = 0% und ¢ eben-
falls = 0, sobald die Kugel lings der gegebenen z-Axe ins Unend-
liche aufsteigt. Und andrerseits wird x = 90° mithin ¢ = 1, sobald
sich die Kugel herabsenkt bis zur Berithrung mit der yz-Ebene.
Nehmen wir nun an, die Kugel sei sekr weit von der yz-Ebene
entfernt, so sind x und ¢ dgusserst klein. Und demgemiiss nimmt als-
dann die Formel (64.) mit Riicksicht auf (A.), (B.), (C.) p. 137 folgende
Gestalt an:

. 2
(66) Xr = — X0+ 22 B39t — 364" + 18¢" +--) (&)
— B2 R (14 39— 9¢° + 3¢*+ 18¢"+ )
Somit folgt in erster Anndherung:

(61) Xr— — X4 20 pog () — 20 43 L,

dt
oder weil das ¢, wie aus (63.) sich erglebt, in erster Anniiherung
R .
= & ist:

., 3=mo R® (d 2 d?
(68) Xo = — X4 220 (af) e o (14 1) .
Hicraus ersieht man z. B., dass der zweite Theil von X umgekehrt
proportional ist mit der vierten Potenz der Entfernung r des Kugel-

mittelpunctes von der festen Wand.
Lasst man endlich y unendlich gross werden, so folgt aus (G8.):

©) = x——x-epdE
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so dass also in diesem Fall z. B. die Differentialgleichung (62.) die
Gestalt annimmt:

(10) (a4 2z ) 95— x — x5

was zufolge unserer fritheren Untersuchungen a priori zu erwarten
stand [vgl. (12)) p. 79 und (22.) p. 83].

Bemerkung. — Wir haben bei unserer Untersuchung gleich zu
Anfang (p. 113) vorausgesetzt, die Kugel solle eine bloss fortschreitende
Bewegung haben. Doch bleiben die erhaltenen Resultate offenbar auch
dann noch in Kraft, wenn die Kugel, wihrend ihr Mittelpunct lings
der z-Axe fortgeht, um diesen Mittelpunct in irgend welcher Drehung
begriffen ist. Dies ergiebt sich némlich sofort, falls man beachtet,
dass bei all unseren Betrachtungen die Reibu,g der Flissigkeit (die
innere wie die #ussere) als Null vorausgesetzt wird.

Zweite Bemerkung. — Fiir den Specialfall, dass die von Aussen
her auf das System einwirkenden Kriifte Null sind, wird X = 0, und
ebenso auch X/ = 0; wodurch die Formeln (62.) und (59.) die ein-
fachere Gestalt erhalten

—1
() MEE—xr, wnd xe— — (%) 9.
Hieraus folgt durch Elimination von X? sofort:

dgd’y  aT .
(B8) M2 =

Nun ist aber nach (49.)
2
() T=90, %tg) , W0 9, =- R’F ist,

und wo also 0,, (ebenso wie F") lediglich von g, oder (was dasselbe)
lediglich von y abhiingt. Substituirt man dieses TI' (y.) in die Formel

(B.), so folgt:

&y 90, (dg
4.) K dz* = —206u g3 — ‘a_g" (dt)

Und dies ist dieselbe Formel, welche auf anderm Wege -schon frither
gefunden wurde [vgl. (53.) p. 91).



Ueber die Bewegung einer Kugel im Innern einer incompressiblen
Fliissigkeit, welche &usserlich begrenzt ist von einer fest aufgestellten
Kugelschaale.

8§ 1.
Ueber einen neuen Weg gur Losung der im vorhergehenden Abschnitt
behandelten Aufgabe, unter Anwendung der Spiegelpuncte.

Es handelt sich um die Bewegung einer Kugel im Innern einer in-
compressiblen Fliissigkeit, die dusserlich begrenst sein soll von einer fest-
aufgestellten Kugelfliche*); diese Aufgabe ist im vorhergehenden Abschnitt
nur fiir den speciellen Fall absolvirt worden, dass jene dussere Kugel-
fliche eine Ebene ist. Obwohl es nun keinem Zweifel unterliegt, dass
die dortige Methode auch zur Absolvirung des allgemeinen Falls geeignet
und ausreichend sein werde, so erscheint es doch, bei der grossen
Weitliufigkeit dieser Methode, sehr wiinschenswerth, dieselbe durch
einen bequemeren Weg 2u ersetzen.

Eine gewisse Andeutung zur Auffindung eines solchen bequemeren
‘Weges scheint gegeben zu sein durch das spontane Hereinbrechen der suc-
cessiven Spiegelpuncte in den Gang unserer fritheren Betrachtungen.*¥*)
In der That liegt, bei dem grossen Nutzen, den diese Puncte z. B. fiir
die Losung der elektrostatischen Probleme gewihren, der Gedanke nahe,
dass ihr dortiges Auftauchen kein ganz zufilliges sein méchte, dass
sie vielmehr fir das vorliegende hydrodynamische Problem von der-
selben fundamentalen Bedeutung sein konnten, wie fiir jene Probleme

*) Genauer ist die Aufgabe angegeben auf p. 118, 114.

*%) Vgl. die Bemerkung p. 132. Wenn ich damals diese Puncte (ebenso
wie in meinem Werke von 1862 iber die nichtconcentrischen Kugelfiichen) als
conjugirte Puncte bezeichnete, so scheint es mir gegenwdrtig wohl angemessen,
dieselben, nach ibrem eigentlichen Entdecker: W. Thomson, als Spiegelpuncte, resp.
elektrische Spiegelpuncte (Electrical images) in meine weiteren Betrachtungen ein-
zufiihren, tibrigens aber, je nach dem aungenblicklichen Bediirfniss, bald den einen,
bald den anders Namen anzuwenden.
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der Elektrostatik. Hieriiber nachdenkend, habe ich lange Zeit die be-
kannten Eigenschaften der Spiegelpuncte fiir die vorliegende hydro-
dynamische Aufgabe zn verwerthen gesucht, — jedoch ohne irgend
welchen Erfolg; bis ich schliesslich durch weitere Ueberlegungen zu
ciner gewissen neuen Eigenschaft jener Puncte geleitet wurde, mittelst
deren in der That ein ausserordentlich bequemer und tibersichtlicher Wey
zur Losung der in Rede stchenden Aufgabe sich eriffnet.

Schwierig und wenig dankenswerth wiirde es sein, wenn ich die
Ueberlegungen, die mich hiebei geleitet haben, und deren Gang im
Allgemeinen mehr sprungweise als geradlinig verlaufen ist, wirklich
mittheilen wollte. Und ich werde es daher vorziehen, in mehr syn-
thetischer Weise zu verfahren, indem ich zuvorderst die bereits be-
Lannten Eigenschaften der Spiegelpuncte in Kiirze recapituliren, sodann
die in Rede stehende neue Eigenschaft mittheilen und beweisen, und
endlich von hier aus zur Losung des hydrodynamischen Problems mich
hinwenden werde.

§ 2.
Die Thomson’schen Spiegelpuncte. (Eleotrical Images.)

Es sei gegeben eine um den Punct ¢ mit dem Radius R be-
schriebene Kugelfliche. Lisst man von ¢ einen Strahl ausgehen, und
markirt auf demselben zwei der Relation:

(L) (ca) (cB) = R?

entsprechende Puncte « und f#, so heisst jeder von diesen beiden
Puncten das Spiegelbild des andern. Auch pflegt mnan zwei solche Puncte
als comjugirte oder correspondirende Puncte zu bezeichnen. Liegt «
ausserhald der Kugelfliche, so kann man, wie aus (1.) sich leicht er-
giebt, den conjugirten Punct f folgendermassen construiren: Man lege
von ¢ aus einen Tangentenkegel an die gegebene Kugel; alsdann ist
B der Mittelpunct derjenigen Kreislinie, in welchem Kugel und Tan-
gentenkegel einander berithren.

Erste Bemerkung. — Ist ¢ irgend ein Punct auf der gegebenen Kugel-
fliche, und ldsst man « nach ¢ riicken, so wird [zufolge (1.)] der com-
jugirte Punkt § ebenfalls nach ¢ hinwandern. Jeder auf der Kugel-
fliche liegende Punct ¢ hat daher zum Spiegelbilde sich selber.

Zweite Bemerkung. — Liegt der Punct « in unendlicher Ferne, ist
mithin (ca) = 00, so folgt aus (1.): (cf) = 0. Jeder unendlich ferne
Punct hat daher zu seinem Spiegelbilde das Centrum der gegebemen
Kugelfliche. Schon hieraus geht hervor, dass die in Rede stehenden
Spiegelbilder im Allgemeinen keine optischen sind; was sich leicht be-
stitigt mittelst der betreffenden Formeln.



Die Thomson'schen Spiegelpuncte. 145

Ist nidmlich « ein leuchtender Punct ausserhald der Kugelfliche, ferner
¢ der Punct, in welchem die Kugelfliche von der Linie ca getroffen
wird, und denkt man sich endlich auf dieser Fliche eine unendlich kleine
Calotte f, markirt, deren Mittelpunct in ¢ liegen soll, so wird ein Theil

der von « ausgehenden Strahlen von der Calotte f, reflectirt werden.
Sucht man nun den virtuellen Brennpunct g dieser von f, reflectirten

Strablen nilher zu bestimmen, so erhiilt man die Relation:
. 1 1 2

(a.) zc—a)- + m = ?,

also eine Formel, die von der friiheren Formel (1.) wesentlich verschieden
ist. Zwei jener friheren Formel (1.) entsprechende Puncte a, f sind also
in der That keine optischen Spiegelbilder. Sie kdnnen, weil ihre An-
wendung namentlich in der Theorie der Electricitit eine sehr wichtige
und vielfache ist, nach dem Vorgange von W. Thomson etwa als elek-
trische Spiegelbilder (Electrical Images) bezeichnet werden. Der Kilrze
willen erscheint es indessen zweckm#fssig, das Epitheton ,elektrisch in
der Regel fortzulassen.

Dritte Bemerkung. — Liegt « ausserhalb, mithin § innerbalb der
Kugelfiiche, und ist ¢ der Punct, in welchem diese Fliche von der Linie
cfa getroffen wird, so kann die Formel (1.): (c«) (¢f) = R*® auch so
geschrieben werden: '

®) (R + (oa)) (R — (o)) = B,

woraus folgt:

) (6a) — (o) = L2,

Hieraus aber folgt fir den speciellen Fall, dass B = 0o ist, sofort:
() (6a) = (o).

Somit sehen wir, dass fiir diesen speciellen Fall einer unendlich grossen
Kugelfliche 4. s. fir den speciellen Fall der Ebene die Thomson’schen
elektrischen Spiegelbilder identisch werden mit den optischen.

Vierte Bemerkung. — Uebrigens kann man fiir eine beliebig gegebene
Kugelfliche, von endlichen Radius R, die elektrische Formel (1.), wie aus
(y.) ersichtlich, auch so schreiben:

() (ou) — (op) = L2220,

und gleichzeitig der in (a.) angegebenen optischen Formel folgende Gestalt
verleihen:

(@) @@—@m=w%ﬂl

Vergegenwirtigt man sich nun die gegebene Kugelfliche £, ferner die

- drei in gerader Linie liegenden Puncte ¢, ¢, «, (« ausserhalb &), und
denkt man sich um co, als Durchmesser, eine zweite Kugelfiiche £ con-
struirt, so fihren die vorstehenden Formeln (7.) und (w.) sofort zu dem
Satz, dass das optische Spiegelbild des Punctes a fir die Fliche ®
tdentisch ist mit dem elekirischen Spiegelbild dieses Punctes a fiir die
Fliche &'.

Neumann Hydrodynamische Untersuchungen. 10
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Sind irgendwo im Raume zwei Puncte « und A gegeben, und be-
zeichnet man die (elektrischen) Spiegelbilder dieser Puncte fiir die
gegebene Kugelfliche, deren Centrum ¢ und deren Radius R heisst,
respective mit f und B, so ist nach (1.):

(ce) (¢B) = (cA) (¢B) =
oder was dasselbe: (ca): (cA) = (cB): (cB); folghch
A(caA) oo A(cBB).
Aus der Aehnlichkeit dieser beiden Dreiecke folgt die Proportionalitit g
ihrer siimmtlichen Seiten, mithin die Formel:
@ & = 8 = en

Ist nun aber ¥ = v = w, so wird auch ¥ = J/vw sein. Somit ergiebt ¢
sich aus (2.) die weitere Formel:

(eA) _ V(ca) (cA)

6B)  V(cp) (cB)’

oder was dasselbe: _
3) N 6B
Vica) (cA)  V(cP) (cB)
Dic Forméln (1.) und (3.), beide ausgezeichnet durch Symmetrie und Esys=—-
fackheit, reprisentiren das Fundament unserer weiteren DBetrachtungen.

§ 3.

Die Theorie der Spiegelpuncte, bei Zugrundelegung der
dipolaren Coordinaten.

In der fritheren Figur p. 97 ist offenbar:
(c4) (cA) = (ca)’.

Zufolge (1.) sind daher in jener Figur die Puncte 4 und A’ geg%
seitige Spicgelbilder in Bezug auf eine um ¢ mit dem Radius (ca) L_/))e
schrieben gedachte Kugelfliche. Diese Fliche ist aber offenbar eis— T ‘;
beliebige unter den Kugelflichen des dipolaren Systems; wihrend gleic
zeitig 4 und A’ die beiden Pole dieses Systems vorstellen. Somit e==>*. "1
giebt sich also der Satz, dass die beiden Pole A und A’ gegemsecitim—""
Spicgelbilder sind fiir
4) Jedwede Kugelfliche des dipolaren Systems;

oder mit andern Worten, dass sie in Bezug auf jede solche Kugelﬂaﬁ'
einander conjugirt sind.
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Dies vorausgeschickt, stellen wir uns jetzt folgende Aufgabe: Es
ist gegeben irgend eine Kugelfliche des dipolaren Systems mit dem
Centrum ¢ und dem Radius R. Ferner ist gegeben ein Punct a von
ganz beliebiger Lage. Es soll das Spiegelbild von « fiir jene Kugel-
fliche ermittelt werden. :

Zufolge des soeben bewiesenen Satzes (4.) sind die beiden Pole
A und A’ gegenseitige Spiegelbilder in Bezug auf die gegebene Kugel-
fliche; sodass also die Relation stattfindet:
(f) (c4) (c4) = R:.

Denkt man sich nun durch den gegebenen Punct
a« und die beiden Pole 4, A’ eine Kreisperi-
pherie gelegt, und denjenigen Punct, in welchem
diese Peripherie von der geraden Linie ca zum
zweiten Mal geschnitten wird, mit 8 bezeichnet,

80 ist nach dem Secanten-Satz: /\\
(g) (c4) (c4’) = (ce) (¢h).

Aus (f.) und (g.) folgt sofort: —
(h) (ce) (cB) = R*.

Hieraus aber ergiebt sich [mit Riicksicht auf
(1.)), dass der Punct 8 das gesuchte Spiegelbild
von « reprisentirt. Wir gelangen somit zu
folgendem Satz: Verstcht man unter e einen ganz
belicig gegebenen Punct, ferner unter f das Spiegel-
bild von « i DBezug auf irgend )

(5.) eine gegebene Kugelfliche des dipolaren Systems,

so liegen o und B cinerscits auf eimer durch dic beiden Dole gchenden
Kreisperipherie, und andrerseits auf ciner durch das Centrum c jener
Kugelfliche gehenden geraden Linie.

Solches constatirt ergiebt sich, mittelst des bekannten Satzes iiber
die Peripheriewinkel eines Kreises, sofort:

Winkel (4aA") = Winkel (484, [vgl. die Figur],
also mit Ricksicht auf (8.) p. 100:
(6’) @Oy == @,

P

wo @, und w; die ®-Coordinaten der Puncte « und # vorstellen. Aber
nicht nur zwischen diesen, sondern ebenso auch zwischen den @- und
§-Coordinaten der Puncte «, g finden einfache Relationen statt.

Sind, um nither hierauf einzugehen, « und A zwei ganz beliebig

gegebene Puncte, ferner § und B die Spiegelbilder derselben in Bezug
10*
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auf eine gegebene Kugelfliche des dipolaren Systems, so gilt nach (3.)

die Formel:
(¢ A) — (fB)

) Ved A Ve @B

wo ¢ das Centrum jener Kugelfliche reprisentirt. Zufolge des Satzes
(4.) kann man hier fiir A und B z. B. die beiden Pole eintreten lassen,
und gzwar in doppelter Weise, indem man entweder A durch 4, B
durch A4’, oder umgekehrt A durch A’ und B durch A ersetat. Somlt
ergiebt swh einerseits:

@A @G

k.

) Vica) cd)  Vicp) (c4)’
und ebenso andererseits:

)  (e4) — _ (g4)

Vica) c4)  Viep) (c4)

Auch kann man z. B. in der Formel (i.) statt A, B setzen o, o, falls
man unter ¢ einen Punct auf der gegebenen Kugelfliche versteht [vgl.
die erste Bemerkung p. 144.] Alsdann erhdlt man:

@) _ _ (B9 i L) __ Bo) |
() Veaea  Vem e ' Vea Ve
Diese drei Formeln (k.), (1), (m.) filhren nun bei weiterer Behandlung
zu einfachen und wichtigen Sitzen. Zuvorderst folgt aus (k.), (1.) durch
Division:

(ad) Vied) _ (B4) Vicd)
(«4) Ved) (@4 Vied)
oder ein wenig anders geschrieben:

(cd) _ (@d) (4)
©d) — @4 ¢4’

mithin:
(c4) B4)
log ==~ ) log (a + log @A’

also mit Riicksicht auf (5.) p. 99:
(1.) 8. = 9.+ 95,
wo &, &, #; die #-Coordinaten der Puncte ¢, e, f# vorstellen.

Bei der Ableitung dieser Formel (7.) ist hinsichtlich der beiden
Puncte @« und B keine weitere Voraussetzung gemacht, als dass die-
selben gegenseitige Spiegelbilder sind in Bezug auf die gegebene Kugel-
fliche vom Centrum ¢. Demgemiiss konnen wir, unbeschadet der

Giiltigkeit der Formel, die Puncte «, f z. B. durch 6, o ersetzen, in-
dem wir unter ¢ irgend einen auf der Kugelfliche liegenden Punct



Bekannte Eigenschaften der Spiegelpuncte. 149

verstehen [vgl. die erste Bemerkung p. 144]. Die in solcher Weise
entstehende Formel:

(7.a) B =28, oder ¥, =19

lisst erkennen, dass die &-Coordinate fiir alle auf der Kugelfliche
liegenden Puncte o ein und denselben Werth hat, nimlich halb so gross
ist, als die #-Coordinate des Kugelcentrums ¢. Dieser constante Werth,
den @ auf der Kugelfliche besitzt, ist aber offenbar nichts Anderes
als der sogenannte Parameter der Kugelfliche. Bezeichnet man also
diesen Parameter mit v, so ist nach (7. a):

(7.b) 8, = 20, = 2.

Wir kehren zuriick zu den Formeln (k.), (1), (m.). Aus (k) und
(L) folgt durch Multiplication, und unter Fortlassung der sich dabei
gegenseitig forthebenden Factoren:
@) @d) _ 64) ¢4
(ca) (cB) "’
mithin auch:

Ved) @4) _ V@A) BA)

Vice) V(ch) !
also mit Riicksicht auf (24.) p. 105:
Ea Eﬂ
(8') V(cu V(c ‘

wo £, und §; die §Coordinaten der Puncte @ und # vorstellen. Eine
gewisse Aehnlichkeit mit dieser Formel (8.) besitzt die schon in (m.)
notirte Formel:

(60) __ (eB)
(8-2) Vw — VR’
wo ¢ einen beliebigen Punct auf der Kugelfliche vorstellt. — Die
Resultate der in diesem § angestellten Untersuchungen konnen schliess-
lich zusammengefasst werden in folgende drei Satze:

I. Satz. — Dic beiden Pole A und A sind cinander conjugirt in
Bezug auf jedwede Kugelfliche des dipolaren Systems; [vgl. (4.).

I1. Satz. — Markirt man irgend eine specielle unter den genannten
Kugelflichen, deren Centrum c und deren Parameter v heissen mag, wund
versteht man unter o und B irgend swei in Bezug auf diese Fliche (t)
einander conjugirte Puncle, so liegen «, B, ¢ auf ein und derselben ge-
‘raden Linic, und andrerseits a, B, A, A" auf ein und derselben Kreis-
peripherie; [vgl. (5.)].
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III. Satz. — Gleichseitig finden alsdann zwischen den o-, 8- und
g-Coordinaten der Puncte « und B die Relationen statt:

(A.) @y = 0g, [Vgl. (6')])
(B) &+ 9 =8, =28,=2r1, [vgl. (7.), (7. a), (7. b)),
b ViEw (@)

(C) G Ven 6B [vgl. (8.) und (8. a)].

Dabei bezeichnet ¢ das Centrum der gegebenen Fliche (z), ferner 6 cinen
variablen Punct auf dieser Fliche, also cinen Punct, der auf der Fliche
nach Belicben sich bewegen darf.

Bemerkung. — Diese Siitze sind von mir bereits im Jahre 1862 in
meiner mehrfach erwiihnten Schrift &iber die nichtconcentrischen Kugel-
fliichen aufgestellt worden; sie bilden das wesentliche Fundament der
dort von mir entwickelten ,,geometrischen Methode¥. Sodann sind spiter
im Jabre 1865 fast genau dieselben Sktze auch von Herrn Professor
Betti publicirt worden. In der That dirfte die Uebereinstimmung
zwischen meinen und den Bettischen Sitzen deutlich zu ersechen sein aus
folgender Zusammenstellung, wobei von vornherein bemerkt sein mag,
dass Betti statt meiner Buchstaben & und o respective u und v ge-

braucht bat.
1862.

Pag. 29, Nr. (24). — Alle Puncte, !

fiir welche & (oder ) einen gegebenen
constanten Werth hat, liegen auf
einem Kreise, in dessen Centrum &
(respective ) einen doppelt so grossen
Werth besitzt.

Pag. 30, Nr. (26. a, b, ¢). — Ferner
ergeben sich fir irgend zwei Puncte
o« und B, dic in Bezug auf eine ge-
gebene 8- Kugelfliche conjugirt sind,
folgende Sitze:

Erstens. Die o-Coordinaten
beider Puncte sind einander gleich;
es 18t also

W = Q.
Oder was auf dasselbe hinauskommt :
Beide Puncte liegen smmer auf ein
und derselben o-Curve.

Zweitens. Die Summe der 8-
Coordinaten beider Puncte ist gleich
der 8-Coordinate des Mittelpuncts
der gegebenen Kugelfliche; es ist
also, falls y diesen Mittelpunct vor-
Wstellt:

B 4 =B,

1865.

Pag. 96. — I1 centro di una cir-
conferenza u = a ha per coordinate:
u=2a, v=20,e¢tl cntro di una
circonferenza v = B, ha per coordi-
nale: u = 0, v = 2f.

Pag. 98, Nr. 1°. — Tra le coordi-
nate u, v di un punto qualunque
m ¢ le coordinate v, v' del pumto
m’ reciproco ad m rispetto alla sfera
di cquazione u = «, cssistono le
relazioni:

v =y,

(U 4 u' = 2a,
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Drittens. Die Parameter £ der
beiden Puncte verhalten sich zu ein-
andcr wie die Quadratwurzeln der
Abstinde der Puncte vom Miltel-
punct der gegebenen Kugelfliiche; es
18t also:

bt b = V(ar): V(BY)

Viertens. Bezeichnet seinenbe-
liebigen Punct auf der gegebenen
Kugelfliche, also esnen Punct, welcher
keineswegs mit o und f in derselben
Meridian- Ebene zu -liegen braucht,
80 behdlt das Verhiliniss der Ab-
stinde des Punctes 8 von den beiden
festen Puncten a und f ein und den-
selben Werth, wie sich auch s auf |
der gegebenen Kugelfliche fortbewegen -
mag. Der Werth dieses Verhilt- [
nisses ist namlich folgender:

(s2): (sB) =V(re): V(¥ B),
oder auch (nach dem dritten Satz):
(sa): (sp) = Ea: &5,

wo §, und 5{] die Werthe vorstellen, t
l

welche der Parameter & in den festen
Puncten a und f besitzt.

151

Pag. 99, Nr. 2°. — I parametrs
£ et di due punti m ed m’ reci-
proci rispetto a una sfera (n) stanno
tra loro come le radici quadrate
delle distanze di quests medesims
punts dal centro C della sfera. In-

fatti ... abbiamo ..., onde:
£ _VCm)_
£ yCm

Pag. 99, Nr. 83°. — Le distanze
di due punmti reciproci rispetto ad
una sfera (u) da un punio qualun-
que della medesima stanno tra loro
come § respetlivs parametri. Infatts,
essendo m ed m’ ¢ due punti reci-
proci ed S un punto della sfera,
abbiamo:

Ich wiirde auf diese im Jahre 1862 von mir aufgestellten vier Sitze,

sowie auf die Einfihrung des mit § bezeichneten Parameters, vielleicht
kein so grosses Gewicht legen, wenn diese Dinge nicht (wie schon ge-
sagt) das wesentliche Fundament der damals von mir entwickelten ,,geo-
metrischen Methode* bildeten. Nun hat allerdings Herr Professor Betts
an einer Stelle seines Aufsatzes®) von 1865 auch meiner Schrift von 1862
Erwihnung gethan, aber doch nur in ganz beiliufiger und hdchst unter-
geordneter Weise. Denn er sagt daselbst (p. 97): Le coordinate di un
punto saranno ..., e potremo chiamarle coordinate dipolari col sig.
Carlo Neumann, che se w'¢ servito utilmente per il probicma della
teorica del calore, analogo a quello che passiamo a trattare nella teoria
dell’ elettricita statica. Auch dirfte es wenig sachgemilss sein, wenn
Herr Professor Betti, wie aus diesen seinen Worten hervorzugehen scheint,

*) Teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton e sua appli-
cazione alla elettricita statica. (Estratta dal Nuovo Cimento Vol. XVIII, XIX, XX.),
Pisa. 18656. Auf diese Schrift beziehen sich auch die oben angegebenen Seiten-
sahlen.
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zwischen dem Wirme- und dem Elektricitits-Problem einen wesentlichen
Unterschied macht. Vielmehr sind in den Augen des Theoretikers beide
Probleme der Hauptsache nach identisch. Ueberdiess habe ich in der
Einleitung zu meiner Schrift (von 1862), und ebenso auch in Crelle’s
Journal (1862, Bd. 62, p. 36—49) noch ganz besonders exponirt, in
welcher Weise man mittelst der von mir fiir das Warmeproblem ent-
wickelten Methoden, sofort anch zur Ldsung des electrischen Problems
gelangen konne.

Um die Wichtigkeit der in Rede stebenden vier Stze durch ein Bei-
spiel zu erliutern, will ich nur erwithnen, dass mit Hillfe derselben die
sogenannte Green'sche Function fir den Fall zweier Kugelflichen sofort
angebbar ist. In der That habe ich in meiner Schrift von 1862 [daselbst
p. 39, No. (33.)] fir die genannte Function, mittelst jener vier Satse,
den Ausdruck aufgestellt:

[+ aTu+ b Tu) — BT + b To) + — -]
r

Spiiter im Jahre 1865 ist Herr Betti auf genau demselben Wege (n&mlich
ebenfalls von jenen vier Sitzen aus) zu genau demselben Resultat ge-
langt, nimlich zu dem Ausdruck:

L‘S‘b(_ 1) 5 + LAY
3 =0 Tox Tez
In der That unterscheidet sich dieser Betti’'sche Ausdruck von dem mei-

nigen nur dadurch, dass an Stelle des T seine eigentliche Bedeutung
% substituirt ist. [Vgl. den citirten Betti’schen Aufsatz p. 107]. ®

§ 4.
Die successiven Spiegelbilder eines Punctes fiir zwei, respective
mehrere Kugelflichen des dipolaren Systems.

Ist 1 ein beliebig gegebener Punct, und construirt man die durch
1 und die Pole 4, A" gehende Kreisperipherie P, so liegen die Spiegel-
bilder von 1 fiir simmtliche Kugelflichen des dipolaren Systems auf P;
zufolge des 1I. Satzes p. 149. Auf ein solches Spiegelbild aber, es
mag 2 heissen, konnen wir, cben weil dassclbe auf P liegt, dieselbe
Schlussweise von Neuem anwenden und finden also, dass die Spiegel-
bilder von 2 fiir simmtliche Kugelfiichen des dipolaren Systems
wiederum auf P liegen. Bezeichnet man nun ferner irgend eines dieser
zuletzt erhaltenen Spiegelbilder mit 3, so ergiebt sich in derselben
Weise, dass die Spiegelbilder von 3 fiir alle jene Kugelflichen wiederum
auf P liegen. U.s.w. U.s w.

Mit andern Worten: Ldsst man cinen gegchenen Punct 1 beliebig
oft, und jedcsmal an eciner beliebigen Kugelfliche des dipolaren Systems
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sich spiegeln, so werden all diese successiven Spiegelbilder auf ein und
und derselben Kreisperipheric licgen; und diese Peripherie ist dicjenige,
welche durch 1 und die beiden Pole A, A’ geht.

Aber auch die Lage dieser Bilder auf der Peripherie P ist geome-
trisch leicht angebbar, und zwar wiederumi mittelst des II. Satzes
p- 149. Um niher hierauf einzugehen, markiren wir irgend welche
unter jenen Kugelflichen, bezeichnen die Parameter dieser markirten
Flichen mit 7,, 7, 75, 7,,.... die Flichen selber mit (z,), (v;), (7s),
(t),...., und ihre (auf der zAxe liegenden) Centra mit ¢, ¢, ¢,
€4, ---. Sodann bezeichnen wir das Spiegelbild des gegebenen Punctes
1 fiir die Fliche (v,) mit 2, das von 2 fiir (z;) mit 3, das von 3
fur (v,) mit 4 u. 8. w. u. 8. w.; wie solches angedeutet werden mag
durch das Schema:

1) 1—(z)—2—(%)—3—(v;) —4—(v,) — 5— etec. ete.

Alsdann wissen wir bereits, dass all diese Bilder 2, 3, 4, 5,.... auf
der durch 1 und 4, A" gehenden Kreisperipherie P liegen. Was nun
insbesondere ihre Lage auf dieser Peripherie P betrifft, so ergiebt sich
dieselbe sofort mittelst des II. Satzes p. 149. So wird z. B. die gerade
Linie 1¢, die Peripherie P, ausser in 1, noch in einem zweiten Punct
schneiden; und dieser reprisentirt, zufolge jenes Satzes, das Bild 2.
Ebenso schneidet die gerade Linie 2¢, die Peripherie P, ausser in 2,
noch in einem neuen Punct; dieser reprisentirt das Bild 3. Ferner
schneidet die Linie 3¢; jene Peripherie P, ausser in 3, noch in einem
weitern Punct; dies ist das Bild 4. U.s w. U. s w.

Wir bringen jetzt die Formeln des III. Satzes p. 150 zur An-
wendung auf die ®- und &-Coordinaten der Puncte 1, 2, 3, 4,... In
solcher Weise ergeben sich, falls wir diese Coordinaten respective mit
@,, 0, @, @,,....und &, &, &, ¥,,.... bezeichnen, die Relationen:

@) 0, = @ = W3 = 0, = 0, = 0; = etc. etc.,
und ferner [mit Riicksicht auf das Schema (1.)] die Relationen:
9, + 8, = 21,
&+ 9, =21
3. 3 3 2)
@) 8 + o, =21,
&, + &, =21,
ete. etc.
Aus (3.) kann man, weil z,, 7;, 75, 7, und &, als gegeben zu be-

trachten sind, die ®Coordinaten der successiven Bilder des Punctes 1,
niamlich &, &, 9, &,,.... sofort berechnen. Man erhilt:
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9y =27, — B,
(4. By =27, — 27, 4 By,
¥, =27y — 21, 4 27, — 9,,
Oy =27, — 27, + 27, — 27, 4 9,
ete. ete.

Von diesen allgemeinen Betrachtungen steigen wir jetzt hinab zu
etwas speciclleren Vorstellungen, indem wir annehmen, es seien alle
ungeraden © einander gleich, und ebenso anderseits auch alle geraden t.
Den gemeinschaftlichen Werth der erstern nennen wir kurzweg t, den
der letztern 7,. Also:

T =1, = T3 = T; =1, = etc. ete.

T, =T, = T, = 7, = 73 = etc. ete.
Auf diesen specielleren Fall, wo also im Ganzen nur zwe: Flichen (r)
und (z,) vorhanden sind, lassen sich nun unsere allgemeinen Betrach-
tungen, mithin z. B. auch die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) ohne Weiteres
iibertragen.

Wir erhalten alsdann, von einem beliebig gegebemen Puncte 1
ausgchend, wiederum unendlich viele Spiegelbilder 2, 3, 4, 5, etc. ete. und
zwar nach folgendem Schema:

A) 1—(r)—2—(r))—3—(r)—4—(r,)) —5— (v) ete. ete.
in welchem (t) und (t,) alterniren. Sodann erhalten wir fiir die w-Coor-
dinaten dieser Puncle 1, 2, 3, 4, 5, etc. dic Relationen:
(B) 0, = 0, = 0, = 0, = 0, = clc. dec.
Ferner crgeben sich fir die &Coordinaten der Puncte die Relationen:
9, + 0, =27, 8, + 8, =27,

(C) 9+ 8, =27, &, + ¥ = 27,, [abgeleitet aus (3.)].
B + 9 = 27, B + & =27,
etc. ete. . etc. etc.

" Und diese Relationen (C.) kinnen auch folgendermassen geschrieben wesrden :
9= 0 + (27— &), ’?a=‘—2('—"o)+&u
(D) B =2(—1)+(2r—) by=—4(r—r1)+ 9y,
=4(r—1)+2r—9), =—060r—r1)+ 9,
By=06(r—r1) + (2r—), Py=—8(r—1)+ &,
elc. ele. . ele. etc.
[diese Formeln (D.) entsprechen den allgemeinen Formeln (4.)).

Mit besonderer Riicksicht auf unsere weiteren Untersuchungen, erscheint
es angemessen, einige Beispiele zu betrachten:
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Erstes Beispiel. — Der gegebene Punct 1 liege auf der z- Axe, und
swar zwischen den beiden Polen 4 und A’. Alsdann ist ©, = = [vgl.
die Bemerkung bei (8.) p. 98]. Nach (B.) sind daher in diesem Falle
auch o,, oy, o, ®,, etc. simmtlich = z. Also:

B) @ =0, =0 =0,=a0; = ete. etc. ==.

Und hieraus folgt, dass in diesem Fall nicht nur 1 selber, sondern
ebenso auch 2, 8, 4, b etc. etc. auf der xz-Axe und zwischen den beiden
Polen 4, A’ gelegen sind. — Die ibrigen Formeln (4.), (C.), (D.) sind
in diesem Fall genau in derselben Weise wie frilher zu wiederholen.

Zweites Beispiel. — Der gegebene Punct 1 liege wieder auf der
z-Axe, diesmal aber ausserhald der Strecke AA’. Alsdann ist o, = 0
(vgl. die Bemerkung bei (3.) p. 98]; sodass also nach (B.) auch o,, o,,
o,, o, etc. sdmmtlich = 0 werden:

(B") o, = 0= 0; =0, = o, = etc. etc. = Null.

Hieraus folgt, dass in diesem Fall die Puncte 1, 2, 8, 4, & etc. etc.
sammtlich auf der z-Axe und simmtlich ausserhald der Strecke A4 .A’
sich befinden. — Die idibrigen Formeln (4.), (C.), (1).) bleiben ungeiindert
dieselben.

Drittes Beispiel. — Der Punct 1 liege tn unendlicher Ferne, {ibrigens
aber in belicbiger Richtung; sodass also seine Coordinaten &, und o,
beide == 0 sind [vgl. den Satz p. 106]. Ueberdies werde angenommen,
dass die gegebene Kugelfliche (z,) identisch sei mit der yz- Ebene, mithin
ihr Parameter r, = 0 sei [vgl. die Bemerkung bei (6.) p. 99]. In Folge
dieser Annahmen ist also:

¥, = o, = 0, und auch r, = 0.
Demgemiiss geht die Formel (A.) dber in:
(A™) 1—(t)—2—(ys) —3—(r) — 4—(y2)—5 — () —6—(ys) etc.
wo unter (yz) die yz-Ebene zu verstehen ist. Ferner geht (B.) dber in:
(B”) @, =, =0, = 0, = o, = etc. etc. = Null.
Sodann nehmen die Formeln (C.) folgende Gestalt an:
¥y = 27, &+ 9, =0,

(c") O+ 8, =27, B+ 9 =0,
&5 + 95 = 27, 9+, =0,

etc. ete. etc. etc.

und endlich dic Formeln (D.) folgende:

¥y = 27, By = — 27,
(D™) o, = 4, o, — — 4z,
9 = 67, ¥, = —6r,

etc. ete. ete. etc.

Um dbrigens in diesem Fall einc Vorstellung von der Lage der Bilder
2, 8, 4, 5 etc. zu erhalten, bedient man sich am Besten der Formel (A™".),
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Da niimlich 1 in unendlicher Ferne liegt, so folgt aus (A™".) sofort, dass
2 ém Centrum der Fliche (tr) sich befindet [vgl. die zweite Bemerkung
p. 144). Dies constatirt, folgt alsdann aus (A"".) sofort, dass simmtliche
folgenden Bilder 8, 4, b etc. etc. auf der z-Axe liegen. Auch ergiebt
sich aus (A™.) noch insbesondere, dass 2 und 8 gegenseitige optische
Spiegelbilder sind in Bezug auf die yz-Ebene, ebenso 4 und 5, ebenso
6 und 7; u. 8. w. [vgl. die dritte Bemerkung p. 145].

Diese allgemeine Orientirung kann nun nachtriglich mittelst der
Formeln (B™.), (C"".), (D'".) leicht controlirt and auch vervollstindigt
werden. So z. B. ergiebt sich aus (B”.), dass all jene auf der x-Axe
liegenden Puncte 1, 2, 8, 4, b etc. etc. ausserhalb der Strecke A A’ sich
befinden [vgl. die Bemerkung bei (3.) p. 98].

§ 5.
Eine neune Eigenschaft der Spiegelpuncte.

Um den Anfangspunct des Coordinatensystems (z, y, 2) sei eine
Kugelfliche vom Radius R beschrieben. Ferner seien drei Puncte ge-
geben, nimlich zwei auf der positiven xz-Axe liegende Puncte @ und g,
von denen « ausserhaib, p innerhalb der Kugelfiiche sich befindet, und
drittens ein der Kugelfliche dusserst nahe gelegener Punct (z, y, £),
dessen Polarcoordinaten (r, w, ) heissen mogen:

Z =1 cos w,
(1.) y = r sin w cos g,

2 = r sin w sin @.
Bezeichnet man die reciprocen Entfernungen dieses dritten Punctes
von « und B respective mit T, und Ty, so ergeben sich die be-
kannten Formeln:

Te = ”2' :57*_-1- P, (cos w),

() .

n=w

r
T/’ =2F%Pn (COSW),
=\

wo 7, und rg die Abstinde der Puncte @ und # vom Centrum der
Kugel vorstellen. Aus diesen Formeln folgt durch Differentiation:

o Ta n=u ru—l
f= o =~ g n(n+41) Tzﬁ P, (cos w),

3.
( ) a’Tﬂ = ra—l P
g=ar—a'—'{;=—-u n(n+1) —L"r T ,‘(COSW),

wo [ und g als Abbreviaturen dienen sollen zur Bezeichnung der
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linken Seiten dieser Formeln. Liisst man jetzt den Punct (v, w, ¢)
geradezu auf die gegebene Kugelfliche fallen, mithin r = R werden,
so folgt:

F=(flrmr = — 2 nin+1)% .+,P (cos w),
(4) ~
= Orr = — 2 nn 1) 2 Pa (cos w),

wo F und G wxederum nur als Abbreviaturen dienen sollen. Offenbar
kdnnen wir diese Formeln (4.) auch so schreiben:

F=- (_117)3 :é‘:n (n+1) (;%)‘“ P, (cos w),
)
G = — (7“;)’2” (n+1) (;g)”"’ P, (cos w).

Wir wollen jetzt annehmen, dic beiden Puncte «, B seien gegen-
seitige Spiegelbilder in Bezug auf die gegebene Kugelfliche. Alsdann ist
[nach (1.) p. 144]:

(6‘) rcrp = Rg, mithin: % = % .

Demgemi#ss sind alsdann die beiden in (5.) stehenden Summen von
gleichem Werth. Folglich wird:

(&) RF = r;G,

oder falls man fir R den aus (6.) entspringenden Werth: R = Vr.r;
einsetzt:

. (8) Yo Vr—,. F=r,; Vr—,qG _
Substituirt man hier fir F und G ihre aus (3.), (4.) ersichtlichen Be-
deutungen, so gelangt man zu folgendem Satz:

Es seien « und B gegenseitige Spiegelbilder in Besug auf eine ge-
gebene Kugelfliche vom Centrum ¢ und Radius R. Ausserdem sei (z,y, 5)
ein gans beliebiger variabler Punct.

Beseichnet man alsdann die Abstinde der Puncte «, B und (z,y, 2)
vom Cenlrum c respective mit ro, rz und r, ferner die reciprocen Ab-
stinde des Puncles (x, y, 5) von a und B respective mit T, und Ty, so
findet die Formel statt:

T,

(9.) Yo V7 (m =13 Vrs (oa:f, )
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eine Formel, dic offenbar auch so geschrichen werden kann:

(10.) [ r., Vra ‘;f )],_R [e?_r (’ﬁ Ve gf)]mn '

Diese Formel aber reprisentirt die abzuleitende neue Eigenschaft der
Spiegelpuncte, welche fiir dic Lisung unserer hydrodynamischen Auf-
gaben von fundamentaler Wichtigkeit ist, — von derselben Wichtigkeit,
welche die friiher bekannt gewesenen Eigenschafien dieser Puncte fiir die
clektrostatischen Aufgaben besitzen.

Bemerkung. — Man kann die Formel (9.) auch so schreiben :

T, y 9T,
(L) (173 a'_rara)m (T_ 3r2rﬂ)

oder auch so:
9E! NET!
37 "a — 3”8
(12-) (Ea arara)m}z — <Eﬂ afarﬂ)rsa )

wo alsdann E, und E 8 Jjene Entfernungen selber vorstellen, deren reci-
proce Werthe nut T, und T, bezeichnet worden sind.
Beweis, Nach (C) p- 150 ist:

A) V(ca) : V(cB) = (0): (oP),

falls man némlich unter ¢ irgend welchen Punct auf der gegebenen
Kugelfliche versteht. Diese Formel (A.) kann man aber auch 8o schreiben:

(B) Vre:Vrg=Eo:Eg=To': T;"
wo E, und E, die Entfernungen (6«) und (¢f), andrerseits 7', und T

die reciprocen Werthe dieser Entfernungen vorstellen. Aus (B.) folgt
sofort:

() ta Vra i1 Vrg=Ta : Ty .

Und mittelst dieser Relation geht die schon bewiesene Formel (10.) diber
in die zu beweisende Formel (11.). — Q. e. d.

Zweite Bemerkung. — Man kann ibrigens fir die Formeln (9.), (10.)
oder was dasselbe ist, fir die Formeln (11.), (12.) nachtrdglich noch eine
andere Deduction geben, bei welcher die Theorie der Kugelfunctionen
nicht erforderlich ist. Um niher hierauf einzugehen, stellen wir uns
zuniichst folgende Aufgabe:

Von einem festen Puncte 0 gehen zwei feste Linien aus, L, und L,.
Auf der Linie L, befindet sich ein variabler Punct 1, dessen Abstand
von 0 mit r, bezeichnet sein mag. Und analoge Bedeutungen mdgen
2 und r, fir die Linie L, besitzen. Endlich sei der gegenseitige Ab-
stand der Puncte 1 und 2 mit E, und der reciproce Werth von & mit
T bezeichnet. — Es soll unter diesen Umstiinden der zweite Differential-
quotient von T pach 7, und r, niher untersucht werden.
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Fihrt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein, dessen Anfangs-
punct in O liegt, und bezeichnet man in diesem die Coordinaten der
Puncte 1 und 2 mit (x,, y,, #,) und (z,, ¥;, 2,), 80 ist offenbar:

(a.) E'=(z; —z) + (0 — %) + (s — &)
mithin:
0E _ (x, —=x, 0%,
A < _— eese ) = CcOS
‘ 6 I E on + ) b1

oE — 29
@) ar’ (&'a Ei .5.:: + ISP .) == COS ¢”

wo 9, und ¢, die Innenwinkel des Dreiecks 012 bei den Ecken 1
und 2 vorstellen. Die Formel (y.) kann auch so geschrieben werden:

0E ax
Eq = ((xa @) 5+ )
woraus durch Differentiation nach r, folgt:
8) g 0F 4 9EOE (0% 0%, ,  \__ _
@) Egra-+ 5 o, o on T €08 o

wo 9, den Innenwinkel des Dreiecks 012 bei der Ecke 0 vorstellt.
Subtrahirt man jetzt von der Formel (4.) das Product der beiden For-
meln (§.) und (y.), so folgt:

0'E

() E 5> yor, — — ¢o8 P, — COS 9P, CO8 P5.
Nun ist aber 7 = E—!, folglich:
o'T s 0E 0E 2 O'E
ron 28 5 on —F anon
woraus durch Substitution der Werthe (8.), (y.) und (&) sich ergiebt:

s
8_:%87, = E~° (cos ¥, + 3 cos ¥, cos ),

oder was dasselbe ist:
®) T° 32. or; = co8 ¥, + 3 cos ¥, cos ¥,.

Dies vorangeschickt, sei nun ¢ das Centrum der gegebenen Kugel-
fliche, ferner ¢ ein variabler Punct auf derselben, und endlich seien «
und B irgend zwei Puncte, die in Bezug auf diese Kugelfliche gegen-
seitige Spiegelbilder sind. Dann ist z. B.

) (ce) (¢B) = (¢6)?, und folglich:

@) A (cac) ~ A (cap).

Bezeichnet man jetzt die Abstiinde (co), (ca), (¢f) respective mitr,, 7, T
und bringt man sodann nuf das Dreieck cae die Formel (£.) in Anwen-
dung, so folgt:

(x-) —3 a’Tna

« Orjor, cos (6¢ca) 4+ 3 cos (co«) cos (cao),
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wo die rechts stehenden Winkel die Innenwinkel des Dreiecks cae
sein sollen. Ebenso ergiebt sich durch Anwendung derselben Formel
auf das Dreieck caﬁ die Gleichung:

@) T3 ar a == cos (6¢f) + 3 cos (cop) cos (cfo),

wo die rechts atehenden Winkel wiederum die Innenwinkel des Dreiecks
cof sind. Die genannten beiden Dreiecke sind aber nach (8.) einander
Ghnlich, folglich ihre Winkel einander gleich. Hieraus ergiebt sich, dass
die rechten Seiten der Formeln (x.), (1.), und folglich auch ihre linken
Seiten einander gleich sind. Und in solcher Weise gelangt man zu der
zu beweisenden Formel (11.). — Q. e. d.

§ 6.
Die neue Eigenschaft der Spiegelpuncte in ihrer Anwendung auf
eine Kugelfliche des dipolaren Systems.

Wir markiren irgend eine Kugelfliche des dipolaren Systems mit
dem Parameter z, dem Centrum ¢, und dem Radius R. Ueberdies
markiren wir auf der z-Aze des dipolaren Systems zwei Puncte «
und B, die gegenseitige Spiegelbilder sein sollen in Bezug auf jeme
Fliche (r). Bezeichnen wir alsdann die Abstinde dieser Puncte «, §
und eines villig beliebigen Punctes (,y, #) vom Centrum c¢ respective
mit 7, 75 und r, so ist nach (10.) p. 158:

ORI P (8 o) | S KA (A |

wo T, und T, die reciprocen Entfernungen des Punctes (z, y, ) von
a und § vorstellen. Sind nun (9., We, Pe, &) und (9, @4, @g, £5)
die dipolaren Coordinaten der Puncte « und B, so ist nach (A.), (B.),
(C.) p. 150: '

b« Viea) .V
2. = ,, 2 .. —
@2) o 0z, e+ 93 T, & Ve’ d.i V" ,
mithin V7e:Vrsy = & : £. Demgemiiss kann die Formel (1.) auch
so geschrieben werden:

o) EAGES I EACE I

Das 7, d.i. der Abstand des variablen Punctes (z, y, 2) vom Kugel-
centrum ¢, mag vorliufig beibehalten werden. Hingegen wollen wir
re und rs, die Centralabstinde der Puncte « und 8, durch die dipo-
laren Coordinaten dieser Puncte zu ersetzen suchen.
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Die Puncte « und B liegen nach unserer Voraussetzung auf der
z-Aze des dipolaren Systems. Demgemiss wird z. B. die durch «
gehende Kugelfliche # = #, im Puncte « normal stehen gegen die
z-Axe, mithin daselbst auch normal stehen gegen die Linie r,. Und
mit Riicksicht hierauf ergiebt sich sofort:

oT oT, 4o oT oT, d&
4. %=, %% ynd ebenso: - = —F.
4) or, 08, dr)’ ory 08, dry
Ferner ist nach (33.) p. 109:
= doa 2a as 2a
d. e 22 und: =gy 2
( ) d'a E?. ) dr(, 3 5; ’

wo jede der beiden Grissen &, &5 den Werth -4 1 hat.

Um zu entscheiden, ob diese Grbssen £, und &, einander gleich oder
entgegengesetzt sind, bemerken wir zuvprderst, dass die in (5.) vor-
bandenen Nenner dr, und dr, ganz willkihrlich und von einander unab-
hingig gewihlt werden kdnnen. Ob wir z. B. beide Nenner positiv
oder beide negativ, oder aber den einen positiv, den andern negativ
wilhlen, ist vollig gleichgiltig. Sobald aber diese Nenner dr, und dr
einmal gewihlt sind, haben alsdann die Zihler d&, und dbﬂ ganz be-
stimmte Bedeutungen, indem d#&, den mit dr, correspondirenden Zu-
wachs von &, und ebenso d@, den mit dr; correspondirenden Zuwachs
von &, vorstellt.

Uebrigens konnen die Nenner dr, und dr, offenbar bezeichnet werden
als kleine Verschiebungen der Puncte a und f lings der z-Axe; und
diese in (b.) auftretenden Verschiebungen kdnnen also ganz mach Will-
kihr gewdhlt werden. Hievon Gebrauch machend, lassen wir jene beiden
Puncte « und @ sich in solcher Weise verschieben, dass sie dabei fort-
dauernd gegenseitige Spiegelbilder bleiben in Bezug auf die gegebene Kugel-
fliche (r). Alsdann werden die urspriinglich stattfindenden Relationen:
(a.) Talp = R und &+ &y = 27, [vgl. @)1,
auch wdhrend dieser Verschiebung in Kraft bleiben; sodass sich also
ergiebt:

(b) redry + rpdre =0 und d¥, + d8; =0;

woraus durch Division folgt:

de, 8,
(©) T (ar;,) =7 (a)

Und hierans erkennt man, dass die in Klammern gesetzten Differential-
quotienten einerlei Vorzeichen haben; denn r, und r, sind ja ihrer Be-
deutung nach stets positiv. Solches constatirt, ergiebt sich alsdann aus
(6.) aber sofort, dass ¢, und &, ebenfalls von einerlei Vorzeichen sind,
dass mithin !

(d.) & = €y ist.
Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 11
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Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth der Grdssen &,
und &3 kurzweg mit &, so folgt aus (4.), (5.):

aT 2as 3T 3T 2a¢ aT
6. =200 o undr L =200 CF.
) or, g2 09, ory g; 5‘%

Und substituirt man endlich diese Werthe in (3.), so erhdlt man die
verhiiltnissmissig einfache Formel:

@) H ORI EICE TR

Somif gelangt man zu folgendem Satz.

Es sei gegeben irgend eine Kugelfliche des dipolaren Systems mit
dem Parameter v, dem. Centrum c¢ und dem Radius R. Ferner seien
auf der z-Axe des dipolaren Systems irgend swei Puncte @ und f mar-
kirt, die gegenscitige Spicgelbilder sind in Bezug auf jene Kugelfliche ().
Endlich sci (z, y, ) ein ganz beliebiger Punct, und r scin Abstand vom
Centrum c. Alsdann findet die Formel statt:

® [ e ze)] -, = [5G 5]

wo To und Ty die reciprocen Enmtfernungen des Punctes (z, y, £) von a
und B vorstellen.
Bemerkung. — In der Formel (8.) sind die in den eckigen Klammern
enthaltenen Ausdriicke zuvdrderst fiir einen ganz beliebigen Raumpunct
(xy ¥, £) zu bilden, sodann hat man diesen Raumpunct (z,y, £), wie
solches durch den beigefiigten Suffix: r = R angedeutet ist, hin-
wapdern zu lassen nach irgend einer Stelle der gegebenen Kugelfifiche.
Bezeichnet man iibrigens die dipolaren Coordinaten des Punctes (r, y, 5)
mit (8, o, 9), und beachtet man iberdiess die bekannte Relation:

1, _1.
ga-gﬂ—ﬁ'v—w—ﬁ)

8o kann man jene Formel (8.) offenbar auch so schreiben:

o (1 9T, o ( 1 9Tu\|
() w\ .09, )| T |7\ ys, 90, ) |

Und in dieser Gestalt kann man die Formel direct beweisen, unter Zu-
grundelegung der fir T geltenden Entwicklung (37.a,b) p. 110. Bei

der hiebei erforderlichen, ziemlich miihsamen und beschwerlichen Rech-

nung verschaffen die Sitze (£.), (n.) p. 120 eine gewisse Erleichterung.
Bequemer, wenn auch weniger genau, wird man tibrigens den in
Rede stehenden Satz (8.) auch so aussprechen konnen: Ist srgend eine
Kugelfliche des dipolaren Systems gegeben, und sind ausserdem auf der
z-Axe dieses Systems irgend zwei Puncte o« und f markirt, die in Besug

[vgl. (25.) p. 108],
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auf jene Fliche gegenseitige Spiegelbilder sind, so findet dic Formel statt:

? oT, P 8T
) oN (g“ aT) oN (5* bE )
oder, 1was dasselbe ist, dic Formel:
9 0T, 2 0T,
(9.a) b« on 55, — b o ao

Dabei bezeichnet N dic auf der gegebenen Kugelfliche an irgend ciner
Stelle crrichtete Normale; wihrend T, und Ty dic reciprocen Entfer-
nungen dieser Stelle von « und von B reprisentiren.

Wir wollen bei dieser Gelegenheit noch eine gewisse Aufgabe
absolviren, die fiir unsere spiitern Untersuchungen von besonderer.
Wichtigkeit ist. Nach (9.) sind ndémlich die beiden Ausdriicke

, T P T,
(10) 2 (g(, Z_&—) wnd g (& %i')
einander gleich. Wir stellen uns die Aufgabe, den gemeinschaftlichen
Werth dieser beiden Ausdriicke fiir den Fall zu ermitteln, dass der
Punct « lings der z-Axe ins Unendliche, mithin # in das Centrum
der gegebenen Kugelfliche riickt.

Bezeichnet man den Fusspunct der Normale N mit ¢, den nach ¢
laufenden Kugelradius mit I, und den Winkel dieses Radius R gegen
die positive z-Axe mit w, und denkt man sich ausserdem den Punct «
auf dieser positiven z-Axe gelegen, und bereits in ungemein grosser
Entfernung vom Kugelcentrum, so ist bekanntlich:

(11) T.—i43 5 r{";, P, (cos t0).

—l « 4

Hieraus wird der Differentialquotient von 7, nach @&, zu berechnen
sein mittelst der Formel:

oT, oT, dr, dr £ g .
(12.) 7. = 7. 4o’ " .= 2a b it [vgl. (5.) p. 161].

Um das hier auftretende ¢ = 4- 1 zu bestimmen, machen wir von
.Neuem darauf aufmerksam, dass der Punct « lings der positiven
x- Aze bereils in cine ausserordentlich grosse Entfernung geriickt sein soll
Alsdann {ibersieht man sofort, dass &, bei tcachsendem r. abnehmen
wird*), dass also jenes ¢ in der zweiten Formel (12.) den Werth — 1

*) Vgl. den Satz p. 103.
11*
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hat. Solches constatirt, ergiebt sich nun aus den beiden Formeln (12.):

3T oT,
£ 08, 2a § or,’
also mit Ricksicht auf (11.)

b (S A A ).

In Folge der ausserordentlich grossen Entfernung des -‘Punctes « ist
aber das geometrische Mittel £, seiner beiden Polabstinde nur un-
merklich verschieden von 7, Man kann somit §, = r, setzen, und
erhiilt alsdann:

begor = + o ( +3 oA P(cosw>)

n=l

Hieraus folgt durch Differentiation nach R:
GT 1 -=””(”+1)R'_l
oR (E" % ) = %a él - —r_;’;‘ P, (cos w),

oder falls man jetzt schliesslich den Punct ¢ wirklich ins Unendliche
riicken lasst:

? 0T, 1 .
Py (E., 53:) = ga Pi(cosw), di = co;w )
oder weil w = (R, z) ist:

(13) o (b 7o) = 22,

Diese Formel (13.) bleibt offenbar in Richtigkeit, wenn man in ihr
auf beiden Seiten die Richtung des Radius R mit der entgegengesetzten
Richtung vertauscht. Mag man also unter der Normale N die eine
oder die andere Richtung verstehen, stets wird

(14 2 (e o) = ot

sein, falls man nur den Punct « auf der positiven z-Axe in unend--
licher Ferne sich vorstellt.

Zu genau denselben Formeln (13.), (14.) gelangt man iibrigens
auch dann, wenn man « lings der negativen z-Axe ins Unendliche
riicken lisst. Allerdings wird in diesem Fall in (11.) = — w statt s
zu setzen sein. Diese Aenderung wird aber dadurch compensirt, dass
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alsdann das ¢ in (12.) nicht mehr = — 1, sondern = 4- 1 ist. Somit
ergiebt sich folgender Satz:
Der gemeinschaftliche Werth der beiden in (9.) angegebenen Aus-
driicke: s
? 0T, ] T

(15.) N (EG a—&:) und IN (gﬁ 3—0%)
wird, falls man « lings der positiven oder negativen z-Aze ins Unend-
liche riicken, mithin B in das Centrum der gegebenen Kugelfliche hinein-
fallen ldsst, vibergehen in:

cos (N, x)
(16.) —
wo 2a den gegenseitigen Abstand der beiden Pole A, A’ vorstellt, wihrend
(N, z) den Neigungswinkel der Normale N gegen die positive x-Axe be-
zeichnet. Uebrigens kann man den in Rede stchenden Grenzwerth (16.)
anch so schreiben:

1 ox

(17) FRIL
falls man ndmlich dic rechtwinkligen Coordinaten des Fusspunctes der
Normale N mit (z, y, 2) bezeichnet.

§ 1.
Ueber eine auf die Probleme der Hydrodynamik anwendbare
combinatorische Methode.

Maun kann von den Potentialfunctionen eines gegebencn
Raumes R sprechen, indem man nach dem Vorgange von Lipschitz
und auch wohl anderer Mathematiker, unter einer solchen Function
das Potential irgend welcher Massen versteht, die theils ausserhalb
theils auf der Grenze des Raumes R liegen.

Diese Potentialfunctionen sind von grosser Wichtigkeit fir die Pro-
bleme der Wiirmevertheilung, ferner fiir die Probleme der Klektrostatik,
der Elektrodynamik und des Magnetismus, und endlich auch fir gewisse
Probleme der Hydrodynamik. In der That drehen sich fast alle Pro-
bleme der genannten Disciplinen um die Auffindung derjenigen Potential-
function eines gegebenen Raumes R, welche an der Grenze von R ge.
gebenen Bedingungen entspricht.

. Ist (z, y, 2) ein variabler Punct innerhalb des gegebenen Raumes R,

und ist ferner ® = @ (x,y, 2) irgend cine Potentialfunction des Raumes R,
80 wird diese Function offenbar folgende Eigenschaften besitzen:

p 00 29

Q) %50 5y B

st insbesondere der Raum R ein sich nach allen Seiten ins Unendliche

stetig, und A® = 0, innerhalb R.
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erstreckender, z. B. der Aussenraum einer gegebenen Kugelfliche, so
wird jedwede Potentialfunction ® = & (z, y, 2) dieses Ruames R, aunsser
den Eigenschaften (A.), auch noch die besitzen, dass ¢ fiir alle sich
ins Unendliche entfernenden Puncte (z, y, z) gegen einen Werth von
der Form

M

(8) v

convergirl, wo M cine Constante bezeichnet, wiihrend r die Entfernung
des Punctes (z, y, z) von irgend ecinem festen P’uncte vorstellt. Und
demgemiiss werden in diesem Fall

o o 0o 0*¢ o'
(C) P, 5z ?Ty—’ P2 350? 520y’ ete. ete. ete.

fiir alle sich ins Unendliche entfernenden Puncte (x,y, z) gegen Null
convergiren.

Dies vorangeschickt, wollen wir nun die zu exponirende combina-
torische Mcthode zuniichst in moglichst allgemcinen Umrissen zur An-
- schauung bringen, sodann dieselbe aber durch geeignete Specialisirung

der zu losenden hydrodynamischen Aufgabe anpassen. — Es seien
irgend zwei geschlossene Flichen 6 und 6, gegeben, entweder ineinandeér-
geschachtelt, oder nebeneinander liegend; und der von diesen beiden
Flichen begrenzte Raum sei mit R bezeichnet.

Sind z. B. ¢ und ¢, zwei Ellipsoidfiichen, so wird der von ihnen
begrenzte Raum R ein schaalenformiger sein, falls ¢ und ¢, tneinander-
geschachtelt sind. Liegen hingegen die beiden Ellipsoidflichen ¢ und o,
nicht incinander, sondern mebencinander, so wird der von ibmen bLe
grenzte Raum R offenbar nichts Anderes sein als der unendliche Aussen-
raum der beiden Ellipsoidflichen, d. i. derjenige Raum, welcher die
beiden Ellipsoide wie zwei Inseln umgiebt, und nach allen Seiten ins
Unendliche reicht. Die Flichen ¢ und o, kdnnen aber z. B. auch zwei
ringformige Flichen sein. U. 8. w.

Reprisentirt nun K cine gegebene Constante, ferner F = F(z, y, 2)
eime ganz adlibitum gegebene Function (also keine Potentialfunction
des Raumes R), und soll eine Potentialfunction ® = & (z,y, 2) des
Raumes R ermittclt werden, welche an den beiden Begrenzungsflichen o
und o, dieses Raumes den DBedingungen entspricht:

o oF
(“.) &N =K aN? auf g,

20 .
(8. fnm =0, auf 6,,

wo N die Normale von 6, respective o, bezeichnet, — so gilt, was die Lo-
sung dieser Aufgabe betrifft, folgender Satz:
Gelingt es, tryend welche Potentialfunctionen &y, &, ®,, &5, b,
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&, etc. etc. des Raumes R zu finden, die der Reihe nach den Bedingungen

entsprechen :
oF 20, 20, _ 90,

7N = N auf o, TN = N auf @,,
30 30 00, a‘b
() =N’ auf o, PN = IN? auf a,,
30 30 . 3¢ a‘b
N aNﬁy auf o, . = N’ auf o,,
ete. ete. ete. ete.

so wird jene eigentlich gesuchte Potentialfunction ® dargestellt sein durch
die unendliche Reihe:
@) =K@ — P+ & — O+ O — b, + —---e0n »
vorausgesetzt, dass diese Reihe convergent ist. '

Beweis. — Aus (d.) folgt sofort:

o0 0P, 3¢ oo a‘D co,
aN— K(aN s+ ‘ 5+8N BN _....).

Hieraus aber ergiebt sich speclell fir die Fliche o, mittelst der For-
meln (y.) linker Hand:
o0 '
N = K a——, auf ¢ ,
und andererseits speciell fiir die Fliche 6,, mittelst der Formeln (y.)
rechter Hand:
7% =0, auf 6, — Qe.d
§ 8.
Speciellere Form der angegebenen Methode fiir den Fall von
gwei Kugelfiichen.

Die soeben exponirte Methode wollen wir jetzt auf folgende Auf-
gabe in Anwendung bringen: An Stelle der beliebigen Flichen &
und o6, sind irgend zwei Kugelflichen (v) und (v,) des dipolaren Systems
gegeben. Es soll diejenige Potentialfunction ® = & (z,y, 2) des von
(t) und (,) begrenzten Raumes R berechnet werden, welche den Grenz-
bedingungen entspricht:

orT
(1.8) =K 53;4(&: 3-0—“), auf der Fliche (z),

(1.b) 7% =0, auf der Fliche (z,).

Dabei soll « ein gegebener fester Punct auf der x-Axe des dipolaren
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Systems sein, mit den Coordinaten (8., wa, @qa, &:). Ferner soll T,
den reciprocen Abstand des variablen Punctes (z, y, z) von diesem
festen Puncte « bezeichnen; so dass also die im vorhergehenden §
in (a.) auftretende Function F' = F(z,y,s) im gegenwartigen Fall die

oT
specielle Gestalt: -Eq »379-'3 besitzt. Endlich soll, ebenso wie damals, das

K eine gegebene Constante sein.

Bemerkung. — Je nachdem die Parameter ¢ und 7, der beiden ge-
gcbenen Kugelflichen von gleichem oder verschiedemem Vorzeichen sind,
werden offenbar diese Flichen ineinander oder nebemeinander gelagert
sein. Und der von diesen beiden Flichen begrenzte Raum &R wird
daher im erstern Fall cine schaalenformige Gestalt haben, im letstern
Fall hingegen den wunendlichen Aussenraum der beiden Kugelflichen
repriisentiren.  Wir werden vorliufig diese beiden Fille nicht weiter
trennen, sondern beide gleichzeitig behandeln. Uebrigens gilt ganz all-
gemcin, im einen wie im andern Fall, wie man leicht dbersieht, fol-
gende Regel:

Sind die Coordinaten @, , @ irgend eines Punctes gegeben, 80 wird der-
selbe innerhald oder ausserhald des Raumes R liegen, jenachdem das &,
seiner Grdsse nach, zwischen t....t,, oder ausserhalb <....t, gelegen ist.

Was die Losung der gestellten Aufgabe betrifft, so beginnen wir
damit, dass wir den auf der x- Axc licgenden festen Punct « an der Kugel-
fliche (z) sich spiegeln lassen, und dieses Spiegelbild mit g bezeichnen:
@) «—(v)— B
Selbstverstindlich liegt alsdann g ebenfalls auf der z-Aze. Irgend
einen dieser beiden Puncte «, § bezeichnen wir mit 1, die nihere Be-
stimmung hieriiber uns noch vorbehaltend. Die Hinzufiigung des festen
Punctes f, und die Einfithrung eines Punctes 1, der vorldufig einen
belicbigen der beiden Puncte a, 'S vorstellt, wird weiterhin sich als
sehr niitzlich erweisen.

Nach der neuen Eigenschaft der Spiegelpuncte [(9.) p. 163] ist
offenbar:

) oT, 2 er P 2T, .
(3) oN (ga ? 0—;) = 5N (E‘i 6—0-5) = N (gl W) y auf der Fliche (‘I.’),
wo stets unter T; die reciproce Entfernung des variablen Punctes

(z, y, z) vom Puncte j zu verstehen ist. Und mit Riicksicht hierauf
nehmen die zu erfiillenden Grenzbedingungen (1.a, b) die Gestalt an:

(4.a) ) %i: =K ;N (g, 241;'): auf der Fliiche (7),

(4.b) 92 =0, auf der Fliche (r,).
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Lassen wir den Punct 1 alternirend an den Flichen (z) und (z,)
sich spiegeln, und bezeichnen wir die so entstehenden Spiegelbilder
mit 2, 3, 4, 5, ..., entsprechend dem Schema:

B) 1—(®—2—(r,) —3—(r)—(4) — (r,) — 5 — etc.
so ergeben sich nach der neuen Eigenschaft der Spiegelpuncte [(9.)
p. 163] die Formeln:

3 (., 3T\ o (, T, o (, oT 2 (, oT, .
3,4‘(51 aTl)=3_N(§z 59—’), aur(’)}‘éﬁ(&'pf: =3—N(§s 8_0,)’ auf (7o),

i oT, 0 oT 0 oT 0 oT,
&N (53 8_03) = 5N (E‘ a_a:) , auf (z), N (54 "37:) = 7N (55 8—0: , auf (zp),
etc. etc. etc. etc.

wo die T; die reciprocen Entfernungen des variablen Punctes (z, y, 2)
von den festen Puncten j bezeichnen. Dies vorausgeschickt, lisst sich
nun zeigen, dass dic geswuchte Function ® den Werth besitst;

@) e=k(uiE-uiPruin -+ —),
vorausgesetzt, dass man dabei iiber die Lage des Punctes 1, d. i. iiber
die noch offen gebliebene Frage, ob derselbe mit a oder mit § zu
identificiren sei, in zweckmdassiger Weise entscheidet. In der That
werden wir nachweisen, dass dieser fiir ® aufgestellte Ausdruck (7.),
bei geeigneter Verfiigung iiber jenen Punct 1, erstens den Grensz-
bedingungen (1.a, b) oder (4.a, b) entspricht, zweitens eine Polential-
function des gegebenen Raumes R ist, und drittens endlich auch con-
vergent ist.

Beweis der Erfillung der Grenzbedingungen. — Differenzirt man
die Formel (7.) nach der Normale N, so erhilt man mit Riicksicht auf
die Relationen (6.) linker Hand:

?)iN) =K ?aN (gl %_:‘l;t) , auf der Fliche (z), .
und andrerseits mit Riicksicht auf die Relationen (6.) rechter Hand:

i—:: = 0, auf der Fliche (z,).

(6.)

Demgemiiss genfigt also der von uns fiir ® angegebene Werth (7.)
den zu erfiillenden Grengbedingungen (4.a,b). — Q. ¢. d.

Beweis des Vorhandenseins der Potential-Eigenschaften. — Wir
konnen iiber den Punct 1 noch disponiren, denselben nimlich nach
Belieben, entweder mit « oder mit § coincidiren lassen. Haben wir
aber in dieser Hinsicht eine bestimmte Wahl getroffen, so ergeben sich
alsdann, von 1 aus, auch bestimmte Lagen der élbrigen Puncte 2, 3, 4,
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5, 6,...., [vgl. (5.)). Soll nun die Function ¢ (7.) eine Potential-
function des Raumes R sein, so muss dafiir gesorgt werden, dass alle
in jenem Ausdruck (7.) enthaltenen festen Puncte, nimlich 2, 3, 4, 5,
6, ..., (vicht 1), ausserhalb des Raumes R liegen.

Man kdnnte versucht sein, dies dadurch zu erreichen, dass man fest-
setzt, fir den Punct 1 solle derjenige der beiden Puncte «, # genommen
werden, welcher snnerhalb R liegt. Eine derartige Festsetzung muss
aber schon deswegen verworfen werden, weil derselben nicht unter allen
Umstiéinden entsprochen werden kann. In der That kann nimlich der
Fall eintreten, dass von jenen beiden Puncten « und § kesner inuer-
halb R sich befindet, vielmehr beide ausserhald R liegen. Dies wird
z. B. eintreten, wenn R ein schaalenfdrmiger Raum ist, begrenzt von
zwei concentrischen Kugelflichen (z) und (z,), und wenn gleichzeitig der
gegebene Punct « im Centrum dieser beiden Fliichen sich befindet.
Denn alsdann liegt p, zufolge (2.), in unendlicher Ferne; so dass also
o und @ beide ausserhald R sich befinden.

Um dafiir zu sorgen, dass 2, 3, 4, 5, 6, .... simmtlich ausserhalb
des gegebenen Raumes R liegen, bemerken wir zuvorderst, dass die
Puncte «, B, zufolge (2.), der Relation entsprechen: &, 4 &3 = 27,
dass also die beiden Differenzen

- (#e—17) und (9 — )
entgegengesetzte Werthe, mithin auch entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Unter diesen beiden Differenzen wird daher stets eine vorhanden sein,
welche mit der gegebenen Differenz (v, — t) von gleichem Vorzeichen
ist. Je nachdem nun (9. — t), oder aber (#; — z) mit (z, — ) im
Vorzeichen tibereinstimmt, wollen wir im ersten Fall den Punct &, im
letztern den Punct § zum Puncte 1 auserwihlen. Wir scleen also fest,
dass zum Puncte 1 einer der beiden Puncte «, B, mithin sur Grosse &,
eine der beiden Grissen ., 83 genommen werden soll, und swar in
solcher Weise, dass die Differenzen
8) (@, — 1) und (v, — t) beide von einerlei Vorzeichen sind.

In der That liisst sich nachweisen, dass alsdann simmtliche Puncte
2,3,4,5,6, ... ausserhalb R liegen. Um diesen Nachweis zu fithren,
erinnern wir zuniichst daran, dass a« und B auf der x-Axe liegen, dass
mithin Gleiches auch von 1, und also, nach (5.), auch von 2, 3, 4, 5,
6, ... gilt. Sodann notiren wir zu diesem Zweck die aus (5.) ent-
springenden Relationen:

9. O =0y =0 =0, = @y = @O = ...} [vgl. (B.) p. 154];
aus denen beiliiufig folgt, dass diese w-Coordinaten entweder alle = 0
oder alle = = sind [vgl. den Anfang der Bemerkungen p. 102]. Ueber-
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diess notiren wir, fiir den genannten Zweck, die ebenfalls aus (5.) sich
ergebenden Relationen:
o+ 9y =21, By + 85 = 21,

o + 9, =21, o+ 8, =27, [vgl. (C.) p. 154],
9 + 8 = 2¢, ¥ + 9, = 21,
etc. ete. etc. ete.

aus denen successive folgt:

9, =2t — 9, ¥y =27y — 2t + 9,
(10.) O, =4r— 27, — 9, O, =47,— 44 9,

s = 6t — 47, — &, ¥, = 6z, — 67  9,,
ete. ete. etc. ete.

Dies vorangeschickt, unterscheiden wir jetzt aber zwei Fille, je nach-

dem die Differenzen (8.) negativ oder positiv sind.

Erster Fall: Die Differenzen (8.) sind beide negativ. Fithrt man
also zwei neue Grossen A, 0 ein, indem man setzt:

(A) =r—A und 7,=1r — 0,

so sind A, 0 beide positiv. Substituirt man jetzt fiir &, und r, diese

Werthe (A.) in die Relationen (8.), so gelangt man zu folgenden

Formeln:

r—r, 7= (z — 8),

(A") =144, By=(—09) — (8 + ),
B, =t+A+25, 8 =(—0) —(A+ 30),
9 =1+ &+ 49, 8 = (v — 0) — (A + b9),

ete. etc. ete. ete.

woraus (weil A, & positiv sind) sofort folgt:

(A%) << <<y <t < << H <

Und hieraus ersicht man, dass die Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7, ... simmt-

lich ausserhaldl R liegen [vgl. die Bemerkung p. 168).

Zweiter Fall. Die Differenzen (8.) sind beide positiv. Setzt man also:

(B) ,=t4+E und =1+ ¢,

so sind E, & beide positiv. In diesem Fall wird man statt der For-

meln (A".) offenbar folgende erhalten:

T=1, =_(+¢),

(B'.) 02=t_ E’ 83=(t+£)+(E+£))
B=t—E—2, 8 =(r4¢) + (E+ 3¢,
Sy—t—E—de, 9= (r+ ) + (E+be),

ete. etc. cte. ete.
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aus diesen aber folgt (weil E, & positiv sind) sofort:
(B".) '"'>a7>8'5>83>fo>1>8'2>8">86>""

Und hieraus ersieht man, dass die Puncte 2, 3, 4, 5, 6, 7, . ... simmt-
lich ausserhalb R liegen [vgl. die Bemerkung p. 168].

Im einen wie tm andern Fall befinden sich also die in dem ana-
lytischen Ausdruck der Function ® (7.) enthaltenen festen Puncte 2,
3, 4, 5, .... ausserhalb des Raumes R. Folglich ist diese Function ®
eine Potentialfunction des Raumes R. — Q. ¢ d.

Beweis der Convergenz. — Man kann die Formel (7.) offenbar
auch so schreiben:

j=» 1
(11.) P=K(—1y§ a-E_,
j=2

wo j den allgemeinen Punct der Reihe 2, 3, 4, 5, ... reprisentirt, und
E; den Abstand dieses Punctes j von dem variablen Punct (z, y, 2)
vorstellt. Sind nun (z;, y;, ;) die Coordinaten des Punctes j (mithin
y; = 2; = 0), so erhiilt man:

oE! oK™ dx dz £
LI Y i U ™ ]
“37’;_ o ox;, do; wo a9, 2a & ist, [vgl (33.) p. 109).

Dabei ist das & = 4- 1. Somit folgt:

Z)E._l x 1 T—2x
i -2 S S
‘—asj“—( E )( 51)—% B o

Dies in (11.) substituirt, glebt:

(12) ¢ = ;- gf)gj: wo fj=(— 1)"‘!_ E’ 2.
Da nun die f; durchweg endlich sind, so ist zur Convergenz dieser
Reihe nur erforderlich, dass der Ausdruck

j=»

(13) 2
=

convergirt. Dass diess aber der Fall ist, lisst sich leicht zeigen.

Nach (10.) ist ndmlich:

8y =20t — 1)+ (2r, — B), By=—20— 1)+ 8,
B, =4 —1) + (27 — 9), Oy =—4(r — 1) + &,
B =6(r —7,) + (27, — ¥y, O =—6—r1)+ 8,

etc. etc. etc. etc.
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mithin allgemein:

B =2p(t — 7)) + (27, — &), Fpp1=—2p( — 1)+ 9.
Hieraus aber folgt fir ein exorbitant grosses p:
(14.) By = 2p(r — 1), Bspr1 = — 2p(r — 17,).
Nun ist allgemein fiir jeden beliebigen Punct (?, o, ¢):
_fa _ 2 105

I Ve T Vienio —tena’ [vgl. (15.), (25.) p. 105].
Bildet man diese Formel fiir die Puncte 2p, 2p + 1, indem man fiir
die 9-Coordinaten derselben die Werthe (14.) substituirt, und gleich-
zeitig beachtet, dass die w-Coordinaten derselben entweder = O oder

= = sind [vgl. (9.)], so erhdlt man sofort: -
2a

Vecos2pi(s —z) F 2

Nun sind aber die §{ die geometrischen Mittel der betreffenden Pol-
abstinde, mithin stets positiv. Somit folgt:

2a

E!p = E2p+l =

Esp = Eapt1 = my
-%d i .
9 A
(15.) b = bpt1 = T;%:m,

wo A den absoluten Werth der Differenz (z — z,) vorstellt. Und hier-
aus, niamlich aus (15.), folgt sofort, dass die Reihe (13.) convergent ist.
— Q. e d.

Was, beiliufig bemerkt, das Zeichen J= im Nenner der Formel (15.)
betrifft, so gilt entweder far sammtliche § das — Zeichen, oder aber fiir
sammiliche & das -4 Zeichen; ersteres, falls die Puncte 1, 2, 8, 4, 5, ...
ausserhald der Stelle A4’ liegen, letzteres, falls diese Puncte zwischen
A und A’ sich befinden.

Das Resultat dieser ganzen Untersuchung ldsst sich schliesslich
etwa folgendermassen zusammenfassen: Es reprisentive R den von irgend
swei Kugelflichen (v) wnd (t,) des dipolaren Systems begrenzten Raum;
und dabei mag dahingestellt bleiben, ob dicse beiden Flichen ineinander
oder nebeneinander liegen; sodass also unter R, je mach Umstinden,
entweder ein schaalenformiger Raum, oder aber der unendliche Aussen-
raum der beiden Flichen zu verstehen ist. Ferner sei e ein auf der x-Axe
dieses Systems belicbig gegebener Punct, wnd B scin Spiegelbild in Beezug
auf die Fliche (v).
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Bezeichnet man alsdann einen dieser Puncte o, § mit 1, und zwar
der Art, dass die beiden Differenzen
(16.) (®, — 7) und (v, — z) einerlei Vorzeichen besitzen;
und construirt man }”emcr das zu 1 gehorige System von Spiegelpuncten :
17) 1—(r)—2—(r,) — 3 — (r) — 4 — (v,) — b — ete. ete.,
so wird der Ausdruck:

' _ oT, aT, aT, oT )
(18) ¢_K<§2’5&‘:_gsﬁ;+gl'a_v;—"gba_0: =)
wo dic T die reciprocen Entfernungen cines variablen Punctes (z, y, z) von
den festen Puncten j vorstellen sollen, eine Function von (z, y, £2), und zwar
eine Potentialfunction des gegebenen Raumes R sem. Zugleich
wird diesc Function den Dedingungen entsprechen:

\ 00 .. 0 0T, -
(19. a) N = K oN (ga 5 ira')’ auf der Fliche (z),
(19. b) o8 =0, auf der Fliche (x,).

Dabei bezeichnet das K eine belicbig gegebene Constante.

Zusatz. — Insbesomdere ist durch die vorhergehende Untersuchung -
constatirt, dass simmtliche Puncte 2, 3, 4, 5, ... ausserhalb des Raumes
R liegen, und dass ihre Coordinaten, von denen des Punctes 1 aus, sich
bestimmen mittelst der Formeln:

0, =0, =0; =0, = 0, = 0; = 0, = etc. etc.

und der Formeln: -
&, =2t — 9, Oy =27, — 2z 4 9,,
=4t — 27, —- B3, &, =47, - 4t 4+ 9,
8 =0t — 47, — 9, #; = 67, — Ot + &,
ete. ete. etc. etc.

[Vgl. (9.), (10.) p. 171.] Ordnet man ferner die &-Coordinaten jener
Puncte und die beiden Constanten z, z, ihrer Grlsse nach, so erhalt
man, wie ebenfalls aus den vorhergehenden Untersuchungen sich ergiebt,
[vgl. (A"), (B".) p. 171] folgende Reihe:

""8-‘-§8’5<83§f‘)§f§82§‘8‘§86""

wo cntweder durchweg das obere Zeichen (<), oder aber durchiceg das
untere Zeichen () gilt, ersteres, falls die beiden Differenzen (16.) negatir,
letzteres, falls sic positir sind.
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§9.
Weitere Specialisirung des. zuletzt erhaltenen Satzes.

Wir wollen jetzt den Punct «, der auf der z-Axe belichig gegeben
sein sollte, léngs dieser z-Axe ins Unendliche riicken lassen, wobei
gleichzeitig f in das Centrum ¢ der Kugelfliche (z) riicken wird.
Solches ausgefithrt, ist &, = O [vgl. p. 106], und #; = 27 [vgl. z. B.
p- 101]. Hieraus folgt

(A) ST Tt 1%

o, — = —1 T’
) To =% _ %% __ % _
(B) 8{,—:— T T l’

Nach (16.) ist nun zum Puncte 1 der Punct « zu erwihlen, falls der
Quotient (A.) positiv ist, hingegen der Punct g, falls (B.) positiv ist.
Mit Ritcksicht anf die hier fiir (A.) und (B.) gegebenen Ausdriicke er-
giebt sich also, dass fiir 1 der Punct a oder f zu nehmen sein wird,
je nachdem 2 < 1 oder > 1 ist.

Gleichzeitig wird, falls man jenen Punct « lings der z-Axe ins
Unendliche riicken ldsst, die rechte Seite der Formel (19. a) iiber-
gehen in

&%M , [vgl. den Satz p. 165].
Fihrt man daher an Stelle der Constanten K eine neue Constante G
ein mittelst der Relation K = aG, so gelangt man durch die in Rede
stehende Specialisirung zu folgendem Satz:

Theorem. — Es reprisentire R den von irgend zwei Kugelflichen
() und (v,) des dipolaren Systems begrenzten Raum, wobei wieder dahin-
gestellt scin mag, ob dic beiden Flichen ineinander oder mebenein-
ander liegen, ob also R sclber cin schaalenformiger Raum, oder aber der
unendliche Aussenraum der beiden Flichen ist. Ferner bezeichne 1 ent-
toeder den unendlich fernen Punct der x~Axe, oder aber das Centrum c

der Kugelfliche (t), je nachdem der Quotient :—° <1 oder > 1 1st. Con-
struirt man alsdann die zu diesem Punct 1 gehirigen Spicgelpuncte:
(20) 1—() —2—(ry) —3 — (r) — 4 — (v,) — D — etc. ete,,

80 Wd der Ausdruck:

0T, . aTn dT4 aTa
(21.) ¢=G“(§g§3f—533—5;+§49?‘—§575; —""),
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wo T die reciproce Entfernung cines variablen Punctes (z, y, £) vom festen
Punct j vorstellen soll, eine Function von (z, y, 2), und zwar eine Poten-
tialfunction des gegebenen Raumes R sein. Gleichzeitig wird diese
Function den DBedingungen entsprechen:

(22. a) g—: = G cos (N, z), auf der Fliche (z),
(22.b) 0 =0, auf der Fliche ().

Dabei bezeichnet G cine beliebig gegebene Constante.

Zusatz. — Hiebei ist, wie aus dem Zusatze p. 174 sich ergiebt, noch
Folgendes zu bemerken. Die Puncte 2, 3, 4, b, .. . liegen simmtlich auf
der z-Axe und ausserhald des Raumes R. Und die Coordinaten dieser
Puncte bestimmen sich, von denen des Punctes 1 aus, mittelst der
Formeln:

0, = 0, = 0; = 0, = 0; = etc. etc.,
und der Formeln:

P =2v— B, O =27, — 24 9,,

O, =47t — 2¢, — 9, B, =41, — 47 4 9,

By =6t — 47y, — 9, &, =67, — 67 4 B,,
etc. etc. ete. ete.

Ordnet man ferner die &-Coordinaten dieser Puncte und die Constanten
7, 7, ihrer Grdsse nach, so erhilt man die Reihe:

8, S8, S8,S7,S1SHSHSES -,

wo entweder durchweg das obere, oder aber durchweg das untere
Zeichen gilt.

§ 10.
Wiederaufnahme der friiher (p. 113) behandelten
hydrodynamischen Aufgabe.

Bei jener Aufgabe hatten wir fur das Geschwindigkeitspolential ®
der Fliissigkeit die Bedingungen erhalten:

@) o2 ‘";;‘y’, 9® Stetig, und A® = 0, im Raume %;

24.a 00 _ G cos (N, z), auf der Fliiche ¢ oder (z);
gN ) )

24.b) 2% —0, auf der Fliche g, oder (z,); [vgl. (10.), (11.8, b) p. 116].
¢N ’

Dabei repriisentirt R einen schaalenformigen Raum, der begrenzt ist
von den beiden Kugelflichen ¢ und 6, Und diese Flichen konnen
angesehen werden als zwei Kugelflichen (r) und (7,) eines gewissen
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dipolaren Systems. Die Mittelpuncte ¢ und ¢, dieser Kugelfiichen
liegen beide auf der vertikal nach oben laufenden z-Axe, und
zwar ¢ oberhalb des Poles
A(® =+ o0), und ¢, ober-
halb c¢. Vgl. die beistehende
Figur. Demgemiiss sind z. B.

t selber, und 0 =t —r, —
o

A

positiv, mithin 2 < 1;
woraus folgt, dass
g=¢*, und

26.
positive dchtc Briiche sind.

Das den Bedingungen
(23.), (24.a,b) entsprechende
Geschwindigkeitspotential ¢

wird nun nach dem zuletzt

gefundenen Theorem (21.) den

Werth haben: yx
aT, ., oT,
(7) ¢=Ga(g,55:—g,m
a, 2T, ,
+ & 3—9:—35 ;}76"")‘ (-o0)4

Dabei bezeichnen T, T, T, ...
die reciprocen Abstinde des
variablen im Raume ®, d. i. in der Fliissigkeit liegenden Punctes
(z, y, 2) von gewissen festen Puncten 2, 3, 4, .... Diese letztern
liegen sammtlich auf der z-Axe, und kdnnen, auf Grund des genannten
Theorems, ihrer Lage nach sofort niher bezeichnet werden.

Nach (25.) ist nimlich im gegenwirtigen Fall ftl < 1. Zufolge

jenes Theorems (p. 175), wird daher der Punct 1 auf der z-Axe im
Unendlichen liegen, mithin @, = &, =— O sein; wihrend die ibrigen
Puncte 2, 3, 4, 5, .... dem Schema zu entsprechen haben:

@28) 1—(r)—2—(r,) —3— (r) — 4 — (r,) — etc. ete.

Da 1 im Unendlichen liegt, so wird also z. B. der Punct 2, diesem
Schema entsprechend, identisch sein mit dem Centrum ¢ der Kugel-
fiiche (7). -

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen, 12
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Bemerkung. — Behufs der weiteren Betrachtungen erscheint es zweck-
missig, Alles, was in Betreff der geometrischen Lage und analytischem
Bestimmung der Puncte 1, 2, 8, 4, ... bekannt ist, hier zusammen-
zustellen. Auf Grund des Zusatzes (p. 176) wissen wir, dass die Puncte
2, 8, 4, 5, ... simmtlich auf der x-Axe, und ausserhald des schaalen-
formigen Raumes R liegen. Da ferner 1 auf der z-Axe im Unendlichen
sich befindet, mithin @, = &, = 0 ist, so ergeben sich aus jenem Zu-
satz die Formeln:

(e.) Wy = @y = @, = @y =...., = Null,
ferner die Formeln: .
9y, =27, By = — 29,
&, =27 4 29, B, = — 44,
€ . —2r 445, 8 — — 60,
9, =2z 4 69, ¥, = — 89, .
ete. ete. ete. ete.

wo & = t — r, ist. Desgleichen ergiebt sich die Formel:

(7-) "'8'7<’95<’93<t0<t<8g<’94<‘9'6"

In der That ist in dieser letzten Formel im gegen-

wiirtigen Fall durchweg das Zeichen < am Platze;

denn nach (25.) ist 7, << z. Aus der Formel (y.)

ersieht man nun sofort, dass die Puncte 27, d. i.

2, 4, 6, .... innerhalb der Kugelfliche (¢), und 1) e

dass andrerseits die Puncte 2j 4 1, d. i. 3, b,

7, . ... ausserhald der Kugelfliche (r,) liegen.
Uebrigens kann man die Lagen dieser Puncte S5

innerhalb der einen und ausserhalb der andern I

Kugelfliche leicht noch genauer angeben. Da '

niimlich £ und & positiv sind (25.), so folgt aus (f.): .

() 2t=9, <P, <O <P <+ <00,

Nun ist aber 2t die &-Coordinate des Centrums
¢ der Kugelfliche (z), andrerseits oo die &-Co-
ordinate des Poles A. Somit folgt aus (¢.), unter yz
Riicksichtnahme auf (o.), dass sammtliche Puncte
27, d. 4. 2,4,6,8, ... zwischen ¢ und A liegen;

— A
" wie solches auch angedeutet tst in der neben- (==
stehenden Figur.
Ferner folgt aus (f.), weil & positiv ist, sofort: 29 +1

) —0o< - <P, <V, <P, <9, <0,
Nun ist aber — 0o die 8#-Coordinate des Poles A’, withrend andrerseits
die 0 angesehen werden kann als die &-Coordinate eines auf der x-Axe
in unendlicher Tiefe gelegenen Punctes. Somit folgt aus ({.), unter
Riicksichtnahme auf («.), dass alle Puncte 25 41, d.1. 3,5, 7,9, ....
unterhald des Poles A’ liegen; wie solches auch angedeutet sich findet
in der nebenstehenden Figur.
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§ 11.
Berechnung der lebendigen Kraft der Fliissigkeit.

Nach (25.) p. 105 ist ganz allgemein § = %:f; sodass also die

Formel (27.) auch so geschrieben werden kann:

oma (1 8Ty 1 8T, | 13T, .
28) @ 2“G(w, 29, Vi oo Tyeoe, T )

Substituirt man aber dieses ® in den Ausdruck der lebendigen Kraft
der Fliissigheit:
(29.) T==———~ [® cos (R, z)do, [vgl p. 116 (14.)],

so erhilt man: o0, - -
1 1 sy L oUs o, .
(B0) T=—ed@ (Vw, o0, Ve 00, " Vw00, T )

wo alsdann die U’s folgende Bedeutungen haben:
= T; R, x)do
(31.) f f 15 CO8 ( ) ’

Uypr = [[ Tyq1 cos (R, z) do,

die Integration [ebenso wie in (29.)] ausgedehnt gedacht tiber alle
Elemente do der inneren Kugelfliche ¢ oder (r). Dabei bezeichnet R
den nach einem solchen Element d¢ hinlaufenden Kugelradius, und
(R, z) den Neigungswinkel dieses Radius gegen die positive z-Axe.
Ferner sind in (31.) unter T und T4, die reciprocen Abstinde des
Elements do von den festen Puncten 2j und 2j 4 1 zu verstehen.

Bringt man auf die Integrale (31.) den Hiilfssatz («.), (8.), (.
p. 133 in Anwendung, und beachtet man dabei die in der Figur p. 178
markirte Lage der Puncte 2j und 2j 4+ 1, so erhilt man:

4n 4n
Usj = -, ry cos (ry, 2) =—
(32.) B
U1 = -—( ) 73j41 €08 (Fyppr, L) = — P
LFTERY

hier repriisentiren 7y; und rg, die vom Centrum c¢ der Kugelfliche o
oder (z) nach den Puncten 25 und 2§ 4 1 hinlaufenden Linien; sodass
also z. B. die Winkel (ry, ) und (7341, ) simmtlich = 180° sind.
Aus (32.) folgt nun sofort:

1 0 U _am 1 ar,l

(33.) V!Ps, &OYJ 8 V'l’gj 0&2/
1 . 0 Ua,_H . 81! 1 3 argH..l
VV,V;_—, 09, ]/'Pg,.H (fm—x a”:;-m

12*
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Nach der Figur p. 178 ist offenbar ry = 2. — 25, und r3;y; = 2. — Z3; 4,
mithin: .

oy Ty 2a

39y, 38y T vy’

ory, 0
AL CB_ 24 o) p103, (1))

09511 08341 Py
Somit folgt aus (33.):
1 90y 8ma 1y
(54) v oo™ )
1 fng_"i _ 16na 1 R \s
'sz;|-_1 98341 - R (V'l’;zj; '2j+l) .

Nach (8.) p. 178 ist: &y = 27 + (2j — 2)0, und B3y, = — 2j9;
folglich:
ey == (ef-HJ—l)d — g—"‘—'(f‘-'l)")g’
Pyp1 = (¢ — e#), [vgl. p. 103, (a)].
Nimmt man von diesen Ausdriicken die positiven Quadratwurzeln, und
beachtet dabei, dass 7, &, j positiv sind, so ergiebt sich:

Vg = eti—10 _ o—r—(i—18 — gheti—19 (] — —3—G—2),
Vg = e — e = e/ (1 — %)),

also, falls man Riicksicht nimmt auf die in (26.) eingefiihrte Bezeich-

nungsweise:
Vg = 1=21 v
Yy = T

Visjipr = ! _ﬂf’j .
Bringt man ferner die allgemeine Formel
) J2
E=+ (e‘:?_( el) (_e":__)l)’ [p. 103, (&)]
auf die Entfernung rsy d. i. auf die Entfernung (¢, 2j 4 1) in An-
wendung, und beachtet man dabei, dass &, = 27 und 83y, = — 254
ist, und dass z, 4, j simmtlich positiv sind, so erhiélt man:
Forss = 2a(e® — ) - 2a(1 — ¢ W)
WTE-Da—Y) T = - W)
oder mit Benutzung der in (26.) eingefiihrten Bezeichnungen:
2a(1 — ¢*7%)

®) = GG )

(a)
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Dividirt man aber diese Formel, und die von frilher her bekannte
Formel

B 2 .
(e.) R= ., [vl (f) p. 136),
durcheinander, so folgt:

@) B _a0=r"),

Ty 1—¢fY

Substituirt man jetzt die Werthe (a.) und (d.) in (34.), so erhilt man:

. 1 0 U,j 8na ( q/'f—l )s

V. 08, — 3 2 (3j—38

(35.) Vs 9% —g'f

1 Usj+1- + lGna( af )3.
Vs P 1—g'r¥
Und substituirt man nun ferner diese Werthe (35) in die Formel (30.),
so ergiebt sich:

g ar®
,G,S:a l—q) (l—q'f‘) +( —Q'f‘
ar_\’ ’
e o]
wo die Glieder erster Zeile den Puncten 2j, die der sweiten Zeile

den Puncten 2j 4 1 entsprechen. Diese Formel (36.) reducirt sich
sofort auf:

(1) T="0 (2a)’G"‘(- "“) +3 jgm(l—q f*')a}

Und hieraus folgt, falls man fiir 2a den aus (c.) entspringenden Werth:
R
2a =

———;L’) substituirt:
=__ 3,73 \3 S‘
(38) T=Z'RG {1+3(1 &S ( ”,,)}

Verschiedene Darstellungen der lebendigen Kraft der Flissigkeit.
— Bezeichnet man in (38.) den in der geschweiften Parenthese ent-
haltenen Ausdruck mit F, und beachtet man, dass G nur Abbreviatur

(36) T=

ist fir :—i, 8o erhilt man:

(39, T=" BFG* =" R’F( )

wo alsdann F die Bedeutung hat:

(40) Fe1430—¢9 3 (—Lrg)"
=1 \1—g'r¥
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Demgemiiss kann dieses F auch so dargestellt werden: .
(1) Fm 14301 — @) 3171+ 387 + 6619 +--),
oder mehr iibersichtlich gescjh;ieben, auch so:
(42) F=143(*72) 3’ @+ @+ ),
oder, was dasselbe, auch so:
43) F=1+3 ( —4 )" S (" nt 1) (qu)za-H)
=
oder, falls man jetzt die Summation nach j wirklich ausfibrt, auch so:

P () 3 (5 )

Der analytische Charakter des Ausdrucks der lebendigen Kraft. —
Der in dem Ausdruck (39.) der lebendigen Kraft enthaltene Factor F
ist, zufolge der Formeln (40.) bis (44.), eine Function von ¢ und f;

und diese Argumente g und f waren definirt durch die Formeln (26.).
Setzt man also:

(45.) g=¢% und ebenso: g¢,=c"%,
so hat f den Werth:
(46.) f_ =+

Und man kann demgemiiss also jenes in (39.) enthaltene F als eine
Function der beiden Argumente ¢ und ¢, ansehen, was angedeutet
werden mag durch die Formel:

(47') F=F(, 90)-

Diese beiden Argumente ¢ und ¢, reduciren sich aber in Wirklichkeit
auf em einziges Argument, nimlich auf die Centraldistane E der beiden
Kugelflichen (z) und (z,); wie sich solches sowohl durch geometrische
Anschauung, als auch durch analytische Untersuchung leicht darthun
lisst. Ich werde der Bequemlichkeit halber den letztern (d. i. den analy-
tischen) Weg einschlagen.

Bezeichnet man fiir den Augenblick die z-Coordinaten der beiden
Kugelflichencentra ¢ und ¢, im Coordinatensystem (z, y, z) mit x
und x,, und beachtet man, dass ¢, oberhall ¢ liegt (Figur p. 177), so
ergiebt sich fiir jene Centraldistanz E der Werth:

L=y, —ux, .
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und g]eichzeit;ig ergiebt sich:

27
+ l fo 41
z=a 22, T z,=a ~;% , [vgl. (B.) p. 103],
oder unter Anwendung der Gréssen g, g, (45.):
1 14
rT=a l‘tii, Zy = —l—_—q%'
Somit folgt:
_ 1+4q* 144,
(f.) EF=—a i'_—‘éi a lv_:q: .
Ferner ist nach (c¢.) p. 181:
—q® 1—aq;
(g) a=1R 1'2%’ a =R, 2%0:

* wo R und K, die Radien der beiden l\ugelﬂachen vorstellen. Sub-
stituirt man jetzt diese ‘beiden Werthe von @ in die Formel (f), und
zwar den einen in erster, den andern in zweiter Stelle, so erhilt man:

+qo

v 1 3
(48. u) Ee=_2~I jqq.+1c T

audererseits ergiebt sich aus den beiden Formeln (g.) durch Sub-
traction:
q’ .

(48.b) 0=—R “qu

Die Radien R und R, der benden Kngelﬂachen sind aber gegebene
Constanten. Und die Formeln (48.a,b) zeigen also, dass dic beiden darin
enthaltenen Argumente ¢ wund q, lediglich von E abhdngen. Q. e. d.
Demgemiiss wird also jenes F' (47.) in letzter Instanz lediglich eine
Function von E sein, was angedeutet werden mag durch die Formel:

(49.) F = F(E).

Die Grdssen ¢ und g, sind nach (48.a, b) lediglich Functionen von E,
Demgemilss bietet sich die Aufgabe dar, g und ¢, wirklich durch E
auszudricken, und ferner die Ableitungen von g und g, nach E zu be-
rechnen. Zu diesem Zwecke wollen wir die Formeln (48. a, b) einmal
addiren, das andere Mal subtrahiren. Alsdann ergiebt sich:

’ 1 1
E=—Rq + Ry,

Differenzirt man jetzt diese beiden Formeln nach E, und bezeichnet
man dabei die Differentialquotienten von g und g, nach E, respective

()
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mit ¢’, ¢}, s0 erhiilt man:

_pf _p%
®) b=ty %
= — Rq’+ -Roq;)-

Ferner folgt aus (e.), falls man einmal R,, das andere Mal R eliminirt:
E(y—a)=Eq (1—4q)

R, (¢ — ¢) = Eq,(1 — ¢)-

In gleicher Weise ergiebt sich aus den Formeln (8.):
R(@—d¢)d=c(1+4g)

By —a) =01+ o)

Dividirt man jetzt die Formeln (8.) durch dic Formeln (y.), so er-
hilt man:

(r)

(4)

dr q E 4 q:'

() )
dlogg, % __ 1 1+4¢
dE ~ ¢, E1—¢

Nun ist nach (46.): log f = log ¢ — log ¢,. Somit folgt aus (e.):
dlogf 1 2(g—1d") '

© BT (= q) ()
. Ferner ergiebt sich aus («.), falls man einmal g,, das andere Mal g
eliminirt: .
E: + R*— R
@) Q’+(——TIT——Q)4+1'=O,
E® 4+ R: — R®
@) % — (—E&,——) w+1=0

Die quadratische Gleichung (7.), welche g als Function von E bestimmt,
besitzt im Ganzen zwei Wurzeln, deren Product, zufolge (7.), = 1 sein
muss. Da nun die eine dieser beiden Wurzeln das gesuchte g repri-
sentirt, mithin positiv und < 1 ist [vgl. (26.)], 8o wird die andere eben-
falls positiv, aber > 1 sein.., Demgem#ss kdnnen wir also sagen: Die
lediglich von E abhingende Function q bestimmt sich amalytisch als die
kleinere der beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (1.). Und
ebenso wird offenbar die cbenfalls nur von E abhingende Function g,
analytisch zu bezeichnen sein als die kleinere der beiden Wurzeln der
quadratischen Gleichung (8.). Ausserdem gelten fiir die Differential-
quotienten dieser beiden Functionen die in (¢.) aufgefiihrten, durch Ein-
fachheit ausgezeichneten Formeln.

Von Wichtigkeit ist es nun fiir unsere weitern Betrachtungen,

das Vorseichen der in (49.) angegebenen Function F = F (E), und
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ebenso das der abgeleiteten Function F” (E) zu untersuchen. Ich werde
zeigen, dass diese Vorzeichen stets positiv sind.
Die Formel (40.) ldsst sich darstellen:

(50) F=1+43@+@+o+ -+ +-9),
wo alsdann ¢; die Bedeutung hat:

a—gr
(51) Py =1, qA'rf’J '

Nun sind aber g, g, f positive dchte Briiche [vgl. (26.) und (45.)]. Somit
folgt aus (51.), dass die ¢; simmtlich positiv sind. Gleiches gilt somit
auch von F selber (50.).

Was ferner die Differentialquotienten nach E betrifft, so ergiebt
sich aus (51.):

d log % dlog 9, qf 0 log 9, dq

dE of dEV " dq dE’
2jg' - ') df ( 2q 291 ) dg
(f+ e)aEt "= ¥ pm) aw
oder, was dasselbe ist:
(51.a) dlog g, j(14¢°") alogf —2¢"(1—fY) dloggq.
. dFE (1 f"j) “dE~ (l—qif”) (1 _qg) ak

Substituirt man aber hier die frither gefundenen Werthe:
dlogg 11 + q:
aE

2 2
= s e e, @) 184
so erhilt man: .
d log (pj 2 (q, — q’) u
AET T B =) (1) (=)
wo U zur augenblicklichen Abkilrzung steht fiir den Ausdruck:
U= 2rEy n ¢ (1L—rY)
=j(1+¢—(1+4) R

q
Dividirt man das zweite Glied dieses Ausdrucks im Zihler sowohl wie

(52)

im Nenner mit g3, und beachtet dabei, dass —;1— == f ist, 8o ergiebt sich:

Wi (4 @) — (L4 g DU,
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oder, weil g,f = ¢ ist:
]
&) n=j(l+q’/‘-'j)_(f2+qe)l:f;

Der am Ende dieses Ausdrucks stehende Bruch ist =14 24 f*... 4 42
Somit folgt:

(83, 11—1(1+q2f”)—(/’+f‘+/‘ ) — P+ P ).
Versteht man nun aber unter B, B,, B,, ... P,j— folgende Producte:

B =(U—)A—r9) =1+ — @+ ),

B = (1) (L= %) =1+ ¢1%) — @F + %),
54) B = (=) (1= = (L 0P — @ + P,

By — (1 — 17 (1 — ) = (L + %) — @ + 1),

und bildet von all diesen jProducten die Summe, so erhélt man sofort:

(55') s’Bo‘|’ SBz"’ ‘134“'+‘$z;—2=u,_

wo U den in (53.) angegebenen Ausdruck vorstellt. Da nun g, g, f
positive iichte Briiche sind, und j eine der Zahlen 1, 2, 3,.... repri-
sentirt [vgl. (50.)], so sind die in (54.) gebildeten Producte B,, B,,
By oo« Puj—g simmtlich positiv. Somit folgt anus (55.), dass U eben-
falls positiv ist.

dlog ¢,

dE

Denn es ist zu beachten, dass g, g,, f positive iichte Briiche sind, dass
ferner g, > ¢ ist*), und dass cndlich E seiner geometrischen Bedeu-
tung zufolge (als Entfernuny der beiden Kugelcentra von einander)
stets positiv ist. Wir gelangen somit zu dem Resultat, dass die

Gleiches gilt daher, zufolge der Formel (52.) auch von

- - d log g; do;

(56.) @; und -~ G- % , mithin auch die &l_b
stets positiv sind.  Gleiches yilt daher nach (50.) auch von
(67) F sclber, und von Zf& Q. ed

*) Nach (26.) und (45.) sind ¢, q,, f positive dichte Briiche. Somit folgt aus
der Formel (46.): f= —’;1— sofort, dass ¢, > q ist.

0
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§ 12.
Zusammenstellung und Vervollstindigung der iiber die lebendige
Kraft der Fliissigkeit erhaltenen Resultate.

Das Hauptresultat unserer bisherigen Betrachtungen kann fol-
gendermassen ausgedriickt werden: Eine incompressible Fliissigheit befinde
sich innerhalb ciner fest aufgestellten Kugelfliche vom Centrum ¢, und
Radius R, Und im Innern dicser Fliissigkeit sei eine gegebene Kugel
vom Centrum ¢ und Radius R, unter dem Einfluss irgend welcher Ur-
sachen, in ciner translatorischen Bewegung begriffen, bei welcher ¢ gegen
¢, fortschreitet (vgl. die Figur p. 177). Bezcichnet man die Geschwindig-
keit, mit welcher ¢ dem festen Centrum ¢, sich nihert, in irgend einem
Augenblick mit G, ferner die augenblickliche Entfernung zwischen ¢ und
co mit E, so wird alsdann in diesem Augenblick die lebendige- Kraft T
der Fliissigkest den Werth haben :

(58.) T="2KF(E) -G [vgl (39.) und (49.)],

two ¢ dic constante Dichtigkeit der incompressiblen Fliissigkeit vorstelll.

Denkt man sich insbesonderc dic Kugel mit einer constanten Ge-
schwindigkeit G, beispielsweise mit der Geschwindigkeit G = 1, fortyefiihrt,
so nimmt die Formel (58.) die Gestalt an:

(59.) T— K.F(E), &
wo K eine Constante vorstellt. Hieraus aber folgt, dass die
lebendige’ Kraft T in dicsem Falle beim weiteren Fortschreiten
der Kugel fortwdhrend abnimmt, so lange bis das Centrum 1g,

c dieser Kugel ‘das feste Centrum ¢, errcicht hat. Denn wih- |
rend der in Rede stehenden Bewegung ist I/ in bestindigem ¢ f
Abnehmen, also nach (57.) die Function F = F (E) ebenfalls | |
in bestindigem Abnehmen begriffen. P
Bezeichnet man irgend einen Durchmesser der festen Kugel- l
fliche mit a,c,b,, denkt man sich ferner auf diesem Durch-
messer irgend zwei Puncte «, und 8, markirt, zu beiden Seiten
von ¢, und beide gleich weit von ¢, entfernt, und lisst man
nun den Mittelpunct ¢ der beweglichen Kugel lings dieses
Durchmessers ayc,b, mit einer constanten Geschwindigkeit G
fortschreiten, so wird die lebendige Kraft der Flussigkeit in %
dem Augenblick, wo ¢ die Stelle «, passirt, genau denselben Werth
haben wie in dem spiiteren Zeitaugenblick, wo ¢ die Stelle f, passirt.
Solches ergiebt sich sofort aus der Formel (58.), niimlich aus dem

-0y
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Umstande, dass in dieser Formel nur das Quadrat von G sich vor-
findet. Denkt man sich also, wihrend ¢ lings des Durchmessers a,cyb,
mit constanter Geschwindigkeit fortgefiihrt wird, in jedem Augenblick
im Puncte ¢ ein Perpendikel auf jenem Durchmesser crrichiet, dessen
Linge den augenblicklichen Werth der lebendigen Kraft der Fliissigkeit
angiebt, so werden all diese Perpendikel susammengenommen eine zu ¢,
symmetrische Curve bilden. Auch wird diese Curve in c, thr Mini-
mum haben, und von hier aus nach beiden Seiten in fortwdihrendem
Steigen begriffen scin.

Will man das Minimum jener Curve, d. h. ihre dem Punct ¢,
entsprechende kleinste Ordinate berechnen, so hat man zuniichst den
Werth der Function F = F (F) fir =0 zu ermitteln. Setzt man
aber in der quadratischen Gleichung (7.) p. 184:

B 4 R — R?

(60) + () g+ 1=0

das E = 0, so sind die beiden Wurzeln der Gleichung, wie man leicht
iibersieht, ¢ = 0 und ¢ = o00. Von diesen beiden Wurzeln ist die
Kleinere zu nehmen [vgl. die Bemerkungen im Anschluss an jene
Gleichung (7.) p. 184]. Folglich ist in diesem Fall ¢ = 0. In gleicher
Weise erhiilt man aus der quadratischen Gleichung (9.) p. 184: g, =0.
Folglich erhdlt man:

g=0, 2% =0, und f=q_o='6"

Der wirkliche Werth von f ergiebt sich aus (48.b.). Setzt man namlich
hier ¢ = g, = 0, so folgt:

Substituirt man aber diese Werthe von ¢, ¢,, f in (44.), so erhilt
man den der Entfernung E = O entsprechenden Werth der Function
F = F(E). Und zwar findet man fiir denselben aus jener Formel (44.)
sofort folgenden Ausdruck: -
"(0) = S A _ B .
E(O)—1+31_f, 1+3R§—R’

R} + 2R°

E_R

Jener der Centraldistanz E = O entsprechende Minimalwerth der leben-

digen Kraft der Fliissigheit stellt sich daher nach (58.) folgender-
massen dar:

di FO)=

(61.) = e O
(1}
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wo R den Radius der Kugel, R, den Radius der die Flissigkeit um-
schliessenden fest aufgestellten Kugelfliche und ¢ die Dichtigkeit der
Flassigkeit bezeichnet, wibrend G die Geschwindigkeit der Kugel re-
prisentirt.

Specieller Fall: Die Kugel sei unendlich klein, also R = 0. Als-
dann sind die beiden Wurzeln der Gleichupg (60.) fiir ein beliebiges E
dargestellt durch ¢ =0 und ¢ = co. Von diesen beiden Wurzeln ist
die kleinere zu nehmen, mithin ¢ = 0. Also:

¢g=0, und f=—:— ebenfalls = 0.

0

Diese Werthe in (44.) substituirt, erhilt man:

F=F(E)=1.
Demgemiiss ergiebt sich aus (58.):
(62.) T="" RGY

also der Satz: Denkt man sich lings eines Durchmessers a,c,b, der die
Fliissigkeit umschliessenden festen Kugelfliche cine unendlich kleine -
Kugel mit ciner constanten Geschwindigkeit G fortgefiihrt, so wird
withrend dieser Bewegung die lebendige Kraft der Fliisstgheit constant
bleiben, namlich den Werth (62.) besitgen, wo das R den unendlich kleinen
Radius der Kugel repriisentirt. Genauer wird man also zu sagen haben,
jener constante Werth der lebendigen Kraft sei gleich Null. — Jeden-
falls werden die hier gemachten Angaben hinreichend auch dasjenige
Verfahren andeuten, welches einzuschlagen, wenn die Kugel nicht
unendlich klein, sondern nur sehr klein ist.

§ 13.
" Die Resultante der auf die Kugel ausgeiibten Druockkrifte.

Es handelt sich bei unserer Aufgabe (welche frither auf p. 113
in ausfithrlicher Weise angegeben wurde) um die Aufstellung der die
Bewegung der Kugel beherrschenden Differentialgleichung:

(63)  MTE_X4 X, [vgl (1) p. 114],

und namentlich um die Berechnung der Kraft Xr. Dieses X? repri-
sentirt die z-Componente derjenigen Wirkung, welche auf die Kugel
ausgeiibt wird durch den Druck der umgebenden Fliissigkeit, und stellt
sich dar durch die Formel:

(64.) Xr = — X5 — (“%)“ 4, [val (1) p. 115).
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Diese Formel (64.) ist nun weiter zu entwickeln durch Substitution
des fiir die lebendige Kraft erhaltenen Werthes:

- dr\2
(65) - T—=7 pF (a‘f) , [vgl (39.) p. 181].

Wir beginnen dabei mit der Bemerkung, dass die Coordinate
des Kugelmittelpunctes ¢ nothwendiger Weise zu rechnen ist von einer
absolut festen Marke aus; wie solches z. B. augenblicklich klar ist,
falls man einen Blick auf die Gleichung (63.) wirft.

Bemerkung. — Fehlerhaft wiirde es also z. B sein, wenn man dieses
T rechnen wollte von der Aequatorialebene des dipolaren Systems aus,
d. 1. von derjenigen Ebene aus, welche im Vorhergehenden (z. B. in der
Figur p. 177) mit yz bezeichnet ist. Denn von den beiden die Flissig-
keit begrenzenden Kugelflichen o, und ¢ ist die eine allerdings fest,
die andere aber in Bewegung begriffen. Und demgemiiss wird sich das
diesen beiden Kugelflichen entsprechende dipolare System von Augen-
blick zu Augenblick #ndern, der Art, dass sowohl seine beiden Pole A
und A’, wie auch seine Acquatorialebene yz in fortdauernder Bewegung
begriffen sind.

Um die Vorstellung zu fixiren, bezeichnen wir den vertikal von
Unten nach Oben laufenden Durchmesser der fest stehenden Kugelfliche
6, mit acyb,, nehmen a, zum Anfangspunct des Coordinatensystems,
die Linie a,c,b, zur z-Axe, und die durch a, gehende
Horizontalebene zur y 2-Ebene. Und dementsprechend x
mag fortan die Coordinate r des Mittelpunctes ¢ |
der Fliche ¢ von dem festen Puncte a, aus ge- |
rechnet werden. Auch mag in gleicher Weise i
verfahren werden mit der Coordinate g, des Mittel- L,
punctes ¢, der Fliche @, Dieses g, ist offenbar
eine Constante, niimlich gleich dem Radius R, der
Kugelfliche g,. , '

Nach (49)) hingt das in (65) enthaltene F  F |
lediglich von E ab, wo F die Centraldistanz (cc,) i
vorstellt. Und zwar sind die Werthe von | o (xo)

(66) F=F(E) und ZIE' = F'(E) stets positiv;
. vergl. (57.)

Die Centraldistanz F ist je nach Umstéinden bald '

=r —, bald =y, — . Und zwar wird

Le(x)

(672) E=¢—g, mithin (;1: =41, ' a, o
falls ¢ oberhalb c, sich befindet, wie z. B. in beistehender Figur. Hin-
gegen wird
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... O4F
(67.b.) E =g, — t, mithin iy =~ 1

sein, sobald ¢ unferhalb c, liegt. Demgemiiss ergiebt sich:

(68.a.) % =3 (+ 1), falls ¢ oberhalb c, liegt;
hingegen
(68.1) ‘;f = 3 (— 1), falls ¢ unterhalb c, liegt.

Differenzirt man die Formel (65.) nach der Zeit, so erhiilt man:

ar _ dy d*t
at .'Rsl: ( ) +2F¢ltdt’]’

und hieraus ergiebt sich mit Riicksicht auf (68.a,b):
dy aT 7O 1)1 dF (dg dx
(69.) (dt) dat T 3 R'q [Tt dE '“t) + 2th’:|

wo von den beiden Zeichen —+ das obere oder wnterc gilt, jenachdem
¢ oberhald oder unterhalb c, liegt. Substituirt man den Werth (69.)
in (64.), so ergiebt sich fiir die gesuchte Kraft X7 der Werth:

- . — dF (d
() Xr=—X4 PR I:"‘ dE (di) 2th']

wo wiederum von den beiden Zeichen - das obere zu wiihlen ist,
falls ¢ oberhalb c, liegt, u. s. w. Wir gelangen somit zu folgendem
Resultat:

Es sci ¢, das Centrum, und a,c,b, der von Unten nach Oben lau-
fende vertikale Durchmesser einer fest aufgestellten Kugelfliche vom
Radius R,. Innerhalb dieser Fliche befindet sich eine incompressible
Fliissigkeit. Und im Imnern der Fliissigkeit befinde sich eine Kugel vom
Radius R, deren Centrum c lings des festen Durchmessers a,c,b, nach
Belieben hingleiten kann.

Auf dieses materielle System miogen von Aussen her gegebene Krifte
eimwcirken; und zwar sei dic Summe der z-Compomenten der dic Kugel
sollicitirenden (iussern Krdifte mit X, andererseits das Potential der die
Fliissigkeit sollicitirenden diussern Kifte mit V = V (z,y, 2) begeichnet.
Dabei mag als x-Aze der vertikale Durchmesser a,c,b,, und als yz-Ebenc
etwa die Tangentialebene der festen Kugelfliche in threm liefsten Puncte
a, gedacht werden; sodass also dicser Punct a, den Anfangspunct des
Coordinatensystems reprisentirt. (Vgl. die vorhergehende Figur.)

Alsdann ergiebt sich fiir die Beweguny der Kugel die Differential-
gleichung :

(71) Mﬂ*‘ =X+ Xr,
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wo M die Masse der Kugel, und x den Abstand ihres Mittelpuncts ¢ vom
Anfangspunct a, bezeichnet. Dabei hat das X die schon yenannte Be-
deutung, wihrend X? die z-Componente derjenigen Wirkung vorstelll,
welche auf die” Kugel ausgeibt wird durch den Druck der umgebenden
Fliissigkeit.

Diese Kraft X» besitst, falls man den Centralabstand (cc,) seinem
absoluten Betrage nach mit E bezeichnet, folgenden Werth:

(72') Xt = — X ‘T‘ noRs :.FE: (‘clli) 2"0 BF ?uf:

wo in jedem Augenblicke von den beiden Zeichen | das obere oder
untere gilt, je nachdem der Punct ¢ augenblicklich oberhalb oder unter-
halb c, liegt. Hier reprasentirt ¢ die constante Dichtigkeit der incompres-
siblen Fliissigkeit, ferner I eine gewisse, lediglich von E abhangende
Function [vgl. (49.)]. Und endlich reprisentirt X/ die dem Princip des
Archimedes entsprechende Kraft, nimlich die z-Componente derjenigen
Wirkung, welche die durch das Potential V = V (z, y, £) definirten dussern
Kyiifte auf die Kugel ausiiben wiirden, falls die z

Materic der Kugel identisch wdre mit der der ge-
gebenen Fliissigkeit.

Die Kraft X? besteht nach (72) aus drei
Theilen. Der erste Theil ist = — X/, der zweite
proportional mit dem Quadrat der Geschwindig-
keit der Kugel, und der dritte proportional mit —+e(x)
ibhrer Beschleunigung. Der erste Theil ist bereits
hinreichend besprochen; er entspricht dem Princip E
des Archimedes.

Was den zweiten Theil .
(13) Fyrn ()
betrifft, so wollen wir, zur augenblicklichen Fixi-
rung der Vorstellung annehmen, ¢ liege (wie in
beistehender Figur) oberhalb ¢,; sodass also im
vorstehenden Ausdruck (73.) das obere Zeichen zu
nehmen ist. Zugleich wollen wir uns daran er- G

Co (o)

yz

innern, das :—FE‘ stets positiv ist. Alsdann erkennen wir sofort, dass

dieser zweite Theil (73.) eine der Richtung der z-Axe entgegengesetzte
Kraft repriisentirt, also eine Kraft, durch welche das Centrum ¢ der
beweglichen Kugel gegen das feste Centrum c, hingetricben wird. Zu
diesem selben Resultat gelangen wir, wie leicht zu fibersehen, auch in
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dem andern Falle, dass ¢ unterhalb c, liegt. Mag man also die bewcg
liche Kugel in dieser oder jemer Lage betrachten, stets wird der zweite
Theil der Kraft X¢ (72.) von solcher Beschaffenheit sein, als finde
gwischen den Mittelpuncten der beiden Kugelflichen cine gegenmseitige
Anzgiechung statt. Oder etwas anders ausgedriickt: Jemer sweite Theil
1wird stets von solcher Beschaffenheit sein, als wiirde die bewegliche Kugel
abgestossen von dem ihr jedesmal zundichst geclegenen Theil der festen
Kugelfliche.
Was ferner den dritten Theil:

(14) — e popdt
betrifft, so wird dieser oﬁ'enba.r, weil F positiv ist, jederzeit von ent-

gegengesetziem Vorzeichen sein mit F tf Dieser dritte Theil von Xr (72.)

ist somit als eine Kraft ou beceichnen, welche der augenblicklichen Be-
schleunigung der Kugel jederzeit entgegen arbeitet.

§ 14.
Ueber eine sich anschliessende Aufgabe.

Die zunichst sich darbietende Aufgabe wiirde eine gewisse Er-
weiterung der soeben behandelten sein, nimlich den Fall betreffen,
dass die Kugelflichen, deren Radien und Centra mit R, ¢ und R,, ¢,
bezeichnet wurden, beide beweglich sind, der Art, dass jene Centra c
und ¢, lings der festen 2-Axe nach Belieben fortschreiten konnen.
Mehr Interesse diirfte aber diese Aufgabe in dem Falle darbieten, wenn
jene beiden Kugelflichen nicht ineinander geschachtelt sind, sondern
die eine ausserhalb der andern sich befindet; wobei alsdann die Fliissig-
keit den ganzen unendlichen Aussenraum der beiden Kugelfliichen ein-
nehmen soll. Und diesen letztern Fall wollen wir in der That im
folgenden Abschnitt in Betracht zieheh.

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 13



Ueber die Bewegung zweier Kugeln im Innern einer incompressiblen
Fliissigkeit, die nach Aussen fiberall ins Unendliche reicht.

§ 1
Genauere Formulirung der Aufgabe.

Die incompressible Fliissigkeit sei umschlossen von einer fest auf-
gestellten Kugelfliche 6., deren Centrum irgendwo im Endlichen liegt,
und deren Radius unendlich gross.ist. Innerhalb dieser Flissigkeit
mogen sich zwei Kugeln (etwa zwei Metallkugeln) 6 und o, befinden,
deren Mittelpuncte ¢ und ¢, auf der festen z-Axe liegen, und lings
derselben nach Belieben fortgleiten kdonnen.

Auf dieses materielle System mogen von Aussen her gegebene
Krifte einwirken. Und zwar sei die Summe der 2-Componenten der
die Kugel ¢ sollicitirendan #ussern Kriifte bezeichnet mit X, die ana-
loge Bedeutung habe ferner X, fiir die Kugel o,; andererseits sei das
Potential der die Fliissigkeit sollicitirenden #ussern Krifte bezeichnet
mit V= V(z, y, £). Ueberdiess sei gegeben der Anfangssustand des
ganzen Systems, und zwar der der Fliissigkeit als ein wirbelfreier. Unter
so bewandten Umstiinden soll nun die weitere Bewegung des Systems
(der beiden Kugeln und der Fliissigkeit) niher untersucht werden.

Bemerkung. — Der von der Fldssigkeit occupirte Raum R ist gegen-
wiirtig begrenzt von der #ussern Fliche ¢,, und den beiden innern
Flichen ¢ und 6,. Auch egkennt man leicht, dass dieser Raum R ein
einfach zusammenhingender ist (vgl. p. 21). Und demgemilss wird es,
was die Angabe des Anfungszustandes des Systems betrifft, ausreichend
sein, den Anfangszustand der beiden Kugeln festzusetzen. Denn hiedurch
wird alsdann der Anfangszustand der F'lissigkeit schon mitbestimmt sein
(vgl. die Bemerkung auf p. 77). Um nun aber endlich den Anfangs-
zustand der beiden Augeln festzusetzen, wird es ausreichend sein, die
Anfangswerthe derjenigen Geschwindigkeiten festzusetzen, mit welcher
die Mittelpuncte ¢ und ¢, dieser Kugeln lings der xz-Axe fortechreiten.
Denn wir wollen der Bequemlichkeit willen voraussetzen, dass die Kugeln
eine bloss fortschreitende Bewegung annchmen diirfen, dass sie also be-
weglich sind lings eincs der x-Axe parallelen festen Geleises. (Vgl

tibrigens die Bemerkung p. 142.)
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Um die Vorstellung zu fixiren sei die feste z-Axe vertikal vom
Unten nach Oben fortlaufend, und die lings dieser Axe, von einer ab-
solut festen Marke aus, gerechneten Coordinaten der Puncte ¢ und ¢,
seien bezeichnet mit y und r,. Sind M und M, die Massen der beiden
Kugeln, so ergeben sich fiir die Bewegung dieser Kugeln die Diffe-
rentialgleichungen:

M HT' =X 4 X,

arg,
_Mo-d—f;=X0+X'6,

wo X und X, die schon genannten Bedeutungen haben, wihrend X?
und X? die 2-Componenten derjenigen Wirkungen vorstellen, welche

1)

auf die beiden Kugeln ausgeiibt werden durch den Druck der um-
gebenden Flissigkeit. Unsere Hauptaufgabe bestcht nun in der Berech-
nung dieser Krifte X und Xg; und zu diesem Zwecke haben wir der
Reihe nach zuerst das Geschiindigkeitspotential & der Flissigkeit, so-
dann die lebendige Kraft T derselben analytisch darzustellen, und end-
lich aus T, mittelst des Hamilton'schen Princips, die Werthe jener
Krifte X? und X? abzuleiten.

§ 2
Allgemeine Disposition zur Ldsung der Aufgabe.
Da der von der Fliissigkeit erfiillte Raum R ein einfach zusammen-

hangender ist, so ergeben sich, iihnlich wie bei der fritheren Aufgabe,
fur das Geschwindigkeitspotential ® folgende Bedingungen:

X %—:, aa:, %o stetig, und A® = 0, im Raume R;
g: d 2: €08 (N, 2), auf der Fliche o;
@) 20  dg
N = a¢ 08 (N, 2), auf a,;
20

b__O auf 6_; [vgl. (10.) und (11.a, b) p. 116).
\
Dabei reprisentirt N, ebenso wie frither, stets die der Flissigkeit ab-
gewendete Normale. Um das diesen Bedingungen (2.) entsprechende &
wirklich zu bestimmen, setzen wir:

i dg,
@) . =¥+

13%
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wo alsdann ¥ und ¥, folgenden Bedingungen zu unterwerfen sind:
v ov v .. v, oY, oV,

) 3z 3y’ 9z stetig, Yo a—xo, —5707 2z stetig,
und AY = 0, im Raume R; und AY, =0, im Raume R;
4. g—%’ = cos (N, z) auf a; () %‘:T = 0, auf o}
g: =0, auf d,; 38‘:; = cos (N, z), auf 6,;
g—:; =0, auf 6_; L% =0, auf 0.

Denkt man sich in solcher Weise die Functionen ¥ und ¥,, also nach
(3.) auch die Function ® wirklich berechnet, so ergiebt sich alsdann
die’ lebendige Kvaft T der Ilissigkeit mittelst der Formel:

(6.) T="2 [f[q(® 0)dadyde, [vgl (2.) p. 4],

wo das Symbol (®, ®) den frither [(f.) p. 41] festgesetzten Sinn hat.
Zufolge (3.) ist daher:

©,0) =% %) (%) + 200, v) H 28 1 (v, w) (%)}

und demgemiss folgt aus (6.):

dy dg, i vy » .
@) T=2(f) +eniie 4 7, (%) =z 4 2Hrg + 2,

wo Z, Z, und H die Werthe haben:
z=2 (], ¥ Waziyas =2 [, wg—:da, [vgl. () p. 41],
z,= % [[], (v, ¥pazdyaz =2 [, ¥, 2% i,

=& 1], v ¥yazayaz = [ w, 2 as=2 [, ¥ L% 4o

hier sind, wie der Index R andeutet, die drelfachen Integrale ﬂber alle
Volumelemente dzdydz des Raumes R, andererseits die Doppel-Inte-
grale itber simmtliche Oberflichenelemente dieses Raumes, also @iber
die Elemente aller drei Flichen o, 6,, o, auszudehnen. Diese Werthe
von Z, Z,, H reduciren sich mittelst der Formeln (4.), (5.) auf folgende
Ausdriicke:

Z =% [[ ¥ cos (N, z)do, (ausgedehnt itber die eine Fliche o),
Z,= % ff ¥, cos (N, z)do,, (ausgedehnt nur iiber o),

H=+ f f ¥, cos (N, z)do, (ausgedehnt nur iber o),
oder auch: H = - J f ¥ cos (N, z)do,, (ausgedehnt nwr iiber o).
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Die der Flissigkeit abgewendeten Normalen der Kugelflichen ¢ und o,
sind aber entgegengesetzt den Radien R und R, dieser beiden Flichen.
Und demgemﬁss konnen die Formeln auch so geschrieben werden:

= — ~ff‘l’cos(R z)do,
(8) Zy=— 5 [f ¥y cos (R,, z)da,
H =—-——ff‘l’o cos (R, z)do = — - j/ Y cos (R,, z)da,.

Nun ist die Lage der beiden Kugeln ¢ und 6, in jedem Augen-
blick vollstindig bestimmt durch Angabe der Coordinaten ¢ und g,
ihrer Mittelpuncte ¢ und ¢, Somit folgt aus (4.), (5.), dass durch
Angabe dieser Coordinaten g, r, auch die augenblickliche Beschaffenheit
der Functionen ¥, ¥, vollstindig bestimmt ist. Und Gleiches gilt
daher nach (8.) auch von den augenblicklichen- Werthen der Z, Z,, H.
Diese drei Grossen sind also lediglich abhingig von r und g,; was
angedeutet sein mag durch die Formeln:

) Z=2Z(t, %), Zy,=2Z,k ), H=HEL)

Bemerkung., — Vergleicht man den Ausdruck der lebendigen Kraft T’
(7.) mit der betreffenden allgemeinen Formel [(3.) p. 46], so bemerkt
man, dass im gegenwiirtigen Fall die dort mit ©, bezeichnete Groese
verschwindet. Und dies steht in vollem Einklang mit dem Zusatz p. 64.

Denkt man sich nun den beiden Kugeln ¢ und 6, oder vielmehr
ihren Mittelpuncten ¢ und ¢, irgend welche virtuelle Verriickungen 8¢
und 48y, zuertheilt, und bezeichnet die hiebei von der Flilssigkeit (ver-
moge ihres Druckes) auf die beiden Kugeln ausgeiibte virtuelle Arbeit
mit 8L, so ist offenbar:

(10) 0L = Xrog + X2dy,,

" wo XP und X die schon bei (1.) besprochenen Bedeutungen haben*®).
Andererseits aber liisst sich diese virtuelle Arbeit 0 L auch darstellen
mittelst des frither besprochenen Hamilton'schen Princips. Man findet
alsdann, weil der von der Fliissigkeit erfiillte Raum R einfach zu-
sammenhingend ist**), fiir 0 L den Ausdruck:

a(T——W (T — W)
(11) 0L = ( Mf)a +( g ata;;)dgo,

*) Man vgl. hinsichtlich dieser virtucllen Arbeit 6L das dariiber zu Ende
der p. 11 Bemerkte.
**) Vgl. die Bemerkung p. 194.
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[vgl. (21.) p. 54]. Dabei bezeichnet W das Gesammipotential, welches
auf die Flissigkeit ausgeiibt wird von den gegebenen, durch das Po-
tential ¥ definirten dussern Krdften. Es ist mithin:

(12.) W= [[[, Vizdyds, [vgl (20. a) p. 13].
Und hieraus folgt, dass der Werth dieses Gesammtpotentiales W ledig-
lich abhiingt von der augenblicklichen Lage der beiden Kugeln & und
6,, oder mit andern Worten, dass derselbe lediglich eine Function von
t und g, ist; was angedeutet sein mag durch die Formel:

(18.) W= W, ).

Durch Vergleichung der Formeln (10.) und (11.) ergiebt sich nun
sofort:

AT — W) a9T
(14) XP = e N il
’ Xr — AT —W) 49T,
0.__— _550.__. —(Tta_q)

Die hier auftretenden Ableitungen von W besitzen eine einfache
physikalische Bedeutung. Wir konnen nimlich das Integral (12.) auch
8o schreiben:

(@) W=e [ff Vizdyas—o [[[ Vizdyds—e¢ [[[ Vazdyd:.

wo die Indices andeuten sollen, dass das erste Integral @iber den ganzen
Innenraum der Kugelfliche 6., ebenso das zweite iiber den Innenraum
der Kugelfliche &, und das dritte iiber den von o, auszudehnen ist.
Da das gegebene Potential ¥V = ¥V(z, y, 2) nur von den Coordinaten
(nicht aber von der Zeit) abhiingen soll, so ist das erste dieser Inte-
grale eine Constante, etwa — C. Bezeichnet man die beiden andern

mit w und w,, setzt man also:

(8 o [ff, Vizdydz=C,
) e JSff Vizdyds = w,
[CA) o [f) Vdzdyds = w,,
so ergiebt sich:

(&) W=C—w— w,,

wo IV von x, g, abhiingt [vgl. (13.)]; wiihrend offenbar w nur vom g
und w, nur von [, dependirt. Demgemiiss folgt aus (&.):
cW cw

o~ ex’
® oW _ 0w,
oL 0%,

und
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Die Formel (y.) zeigt sofort, dass w dasjenige Potential reprisentirt,
welches die durch ¥V definirten #ussern Kriifte auf die Kugel o aus-

iben wiirden, falls die Materie der Kugel identisch wire mit der der

gegebenen Flissigkeit. Und demgemiss reprisentirt also z. B. — aa—:’

die z-Componente derjenigen Wirkung, welche jene durch ¥ definirten
dussern Krifte auf die Kugel o unter der eben genannten Voraus-
setzung ausiiben wiirden. Bezeichnet man also diese z-Componente
kurzweg mit X/, so ist: :

%V= ——%'f = X/, und ebenso bei analoger Bezeichnungsweise:
) 1w 3
o ____ 9% __ x5
or, o, o
Die Formeln (14.) gewinnen daher folgende Gestalt:
X=X G = h
(15) 4 t og
) T 4 aT
X=—X+tom amog

Doch sind dieselben noch einer weitern Vereinfachung fihig. Zu
diesem Zweck sei von Neuem daran erinnert, dass die in der leben-
digen Kraft:

(16.) T=2Zg*+4 2H't, + Zoxy?,  [vgl (1)),

enthaltenen Coefficienten Z, Z, und H nur Functionen von g, x, sind
[vgl (9.)], dass also diese Coefficienten nur abhiingen von der augen-
blicklichen relativen Lage der drei Flichen 6, 6, 6, 2u einander. Nun
sind aber simmtliche Puncte der Kugelfliche ¢_ in unendlicher Ferne
gelegen. Es bleibt daher z. B. die relative Lage der Kugel ¢ zur
Fliche o, stets ein und dieselbe, welche Bewegung jene Kugel auch
annehmen mag. Gleiches gilt von der Kugel o, hinsichtlich ihrer
Lage zu 6,. Und demgemiiss werden die genannten Coefficienten Z, Z,
und H in Wirklichkeit nur abhiingen von der relativen Lage der beiden
Kugeln 6 und 6, zu einander. Mit andern Worten: Jene Coeffi-
cienten werden in Wirklichkeit nicht von g und g,, sondern nur von
dem einen Argument (¢ — r,) abhingen. — Um die Vorstellung zu
fixiren, mag die Kugel & oberhalb der Kugel 6,, mithin g > g, gedacht,
und der Central-Abstand (cc,) der beiden Kugeln mit E bezeichnet
werden; so dass also

17) E=g—g,



200 Allgemeine Disposition zur Lsung der Aufgabe.

ist. Alsdann sind also Z, Z, und H lediglich Functionen von E, was
angedeutet sein mag durch die Formeln:

(18) Z=2(E), Z,=2,(E), H = H(E). x
Demgemiiss kann man in (15,) statt der Differentiationen
nach ¢ und g, die Differentiation nach FE eintreten lassen,
und erhilt alsdann:

8T 4 aT (@
XP=_XJ+3-E_d—tW’
19.
(19.) X — — X — 8T 4 aT -

o JE ~ dt 3_3—;

Substituirt ﬁan, aber hier fiir T seinen Werth (16.), und
beachtet man dabei, dass Z, Z;,, H lediglich von E ab- TCo (%)

hingen, und dass %If = — 1, ist, so gelangt man nach
einfachen Reductionen zu den Formeln:

Xr—= — X2 (¢ SEXREH D) s 02"+ ),

s ’ ’ d Z H { ’r 2
Xp = — X3+ 5 L0 — ) — %ﬂx *—2(Z, 5o+ Hx");
woraus z. B, durch Addition folgt:
. (] Z ’ d(Z H ,
(21) X4 Xpm— (X X)—2ET R (¢ — gyp— TEERE D) (1)

~ 2[<z + H)z" + (Z, + H)z;
Die erste der Formeln (20.) kann zur augenblicklichen Abkiirzung etwa
so geschrieben werden:
(22 Xp = — X'+ a(f’ — o) + B’ + 7&" + 0%
Demgemiss ist also die z-Componente X? derjenigen Wirkung, welche
auf die Kugel ¢ ausgeiibt wird durch den Druck der umgebenden
Fliissigkeit wesentlich verschieden, je nachdem von den beiden Kugeln
6 und ¢,, nur o, oder nur 6,, oder aber gleichzeitiy 6 und o, in Be-
wegung begriffen sind. In der That wird jene Kraft Xr (22.) in den
genannten drei Fiillen der Reile nach folgende Werthe haben:

(20,)

(22.2) Xr=— X/ + ag* + p1’,
(22.b) Xr= — X/ + (a + B)10" + 9%,
(22.¢) Xr=—X+ ar” — 207’5y + (« + Bry’ + 78" + 05,

Auch ergeben sich, wie man sieht, die von den Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen abhiingenden Glieder im dritten Fall (22.c¢) nicht
durch unmittelbare Superposition aus denen in den beiden ersten Fillen
(22. a, b).
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Bemerkungen. — Die z. B. in (22.) enthaltenen X’ und X} kann man
bezeichnen als die -dem Princip des Archimedes enisprechenden Krifte.
In der That repraisentiren nitmlich X’ und X‘{, wie aus unsern Betrach-

tungen sich ergeben hat, die x-Componenten derjenigen Wirkungen,
welche die durch das Potential V definirten #usseren Krifte auf die
beiden Kugelr ¢ und ¢, ausiben wiirden, falls die Materien dieser Kugeln
identisch wiren mit der Materie der gegebenen incompressiblen Flissigkeit.

Denkt man sich die beiden Kugeln ¢ und ¢, mit einander verbunden
durch eine starre Linie, mithin beide Kugeln mit einander vereinigt zu
einem einzigen starren Korper, so wird ¢ == ¢/ und g = gg; so dass in
diesem Fall die Formel (21.) die Gestalt erhilt:

@ Xr+4 Xp=— (X + X)) —2(Z+ Z, + 2H)";

withrend gleichzeitig die lebendige Kraft T der Fliissigkeit (16.) den
Werth annimmt: °

6 T=(Z + Z, + 2H)r™

Man ibersieht leicht, dass in diesem Falle, wo es sich nur um die Be-
wegung eines einzigen starren Korpers handelt, die Formel («.) auf Grund
des Ausdruckes (f.) in bequemer Weise sich ableiten lidsst mittelst der
friher (p. 77—179) exponirten Methode.

Um die Kriifte Xp, X» (20.) wirklich zu berechnen, haben wir die

dortigen, nur von E abhingenden Coefficienten Z, Z,, H ihrem ana-
lytischen Ausdruck nach zu bestimmen. Zu diesem Zwecke aber miissen
der Reihe nach zuerst das Geschwindigkeitspotential ® der Fliissigkeit,
und sodann ihre lebendige Kraft 7' analytisch bestimmt werden. Da-
bei wird es angemessen sein, wieder von den dipolaren Coordinaten
Gebrauch zu machen.

§ 3.
Einfiihrung der dipolaren Coordinaten.

Wir betrachten das gegebene materielle System in irgend einem’
Augenblick seiner noch unbekannten Bewegung, und fiihren ein dipo-
lares Coordinatensystem von solcher Beschaffenheit ein, dass die beiden
Kugelflichen ¢ und @, in ibren augenblicklichen Lagen nichts Anderes
sind als zwei Kugelflichen dieses dipolaren Systems. Und zwar wollen
wir bei der niheren Determination dieses dipolaren Systems in solcher
Weise verfahren, dass seine beiden Pole 4 (9 = o0) und 4'(# = — )
und die beiden Kugelcentren ¢ und ¢, in der Weise aufeinander folgen,
wie die folgende Figur es angiebt. In dieser Figur ist gleichzeitig
markirt die vertikal nach Oben laufende z-Axe, und die Aequatorial-
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Ebene des dipolaren Systems, letztere bezeichnet mit yz. Sind nun
& =1 und & =r, die Parameter der beiden Flichen ¢ und g, so wird

(23) { R<0<s, 7

mithin 0 = v — ¢, = positiv
sein. Und gleichzeitig werden alsdann die &-Co-

.
ordinaten der beiden Kugelcentren ¢ und ¢, re- @) e

spective = 27 und = 27, sein, wie solches an-

gedeutet ist in der beistehenden Figur. [Vgl. den

Satz p. 101.] Ueberdiess ergiebt sich aus (23.),

dass ()4

(24) g=c* und g,=c~ und f=gqq,=¢

positive dchte Briiche sind*). e T Y¢

Sind die Radien R, R, der beiden Kugeln
gegeben, und ist ferner ihre augenblickliche Cen- (— o)td’
traldistanz E = (cc,), bekannt, so werden hie-
durch die Lagen der soeben eingefiihrten Pole (27))- €
A und A4', mithin auch die Werthe von r, 7,
0 und ¢, g, f vollstindig bestimmt sein. Dem-
gemdiss miissen also diesc Grissen <, Ty, 0 und g,
dy [ sich ausdriicken lassen als bestimmtc Functionen von R, R,, E.
Um solches zu erreichen bezeichnen wir die z-Coordinaten von ¢ und
¢, fiir den Augenblick mit z und z,, und erhalten dann z. B.

Al
E=z—u,,

ferner:
14 q° 144
z=a I%Z_" und 2y, = —a T -é, [vgl. (B.) p. 103],
wo 2a = (AA4’) ist. Somit folgt: '
ST L S
) L—al_q,—[—al_q:

Gleichzeitig ergeben sich die Formeln:

— q?;

—? 1
() a=1c“_,—q‘1, ud a=Ry- o ", [vgl (k) p. 138.

*y Es mag bemerkt sein, dass hier absichtlick q, = ¢™ gesetat ist, wll_n'end

bei der friiheren Aufgabe cine andere Bezeichnungsweise gewiihlt, nimlich g, == e™"

gesetzt wurde [vgl. (46.) p. 182].
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Substituirt man diese beiden Werthe von a in (f), den einen in erster,
den andern in sweifer Stelle, so folgt:

(25. ) E=R 1-+—q—+Ro 2:’

Ueberdiess erhilt man aus den belden Formeln (g.) durch Subtraction:
1—¢* qo

(25. b) 0=R 57 R0 o

Durch diese beiden Gleichungen (25.a,b) bestimmen sich aber in der
That ¢ und g, als Functionen von R, R), E. Und hierdurch sind als-
dann schon mitbestimmt der Werth von [ = qq,, sowie auch die Werthe
von t, t,, O.

Bemerkung. — Die Formeln (25.a,b) besitzen grosse Aehnlich-
keit mit den fritheren Formeln (48.a,b) p. 183. 'In der That bemerkt
man, dass durch Vertauschung von

R, q, mit — R, —
'

die einen in die andern iibergehen. Dementsprechend sind die dortigen
Betrachtungen (e.), (), ... (8.) sofort auf den gegenwirtigen Fall
tibertragbar. Und zwar wird man, an Stelle der damaligen Formeln
(), (&), (n.), (&) p. 184, im gegenwirtigen Fall folgende erhalten:

dlog g =__1__1+‘10_
(e) 4B Fi-g’
dlogg, _ 11+4¢
dE — T Ei—gv
¢ deer 1 20-dw) 1 -
) dE Eq—gy(1—q) Eaq—gn(—d)
E'+ R — R}
(n.) q"—( R ) +1=
E® 4 B} — R?
@) - ("D +1-0

Die Grossen g, g, sind positive dchte Briiche, wie in (24.) constatirt ist.
Demgemiiss wird g die kleinere der beiden Wurzeln der Gleichung (.),
und ebenso g, die kleinere der beiden Wurzeln der Gleichung (9.) sein.

Geometrische Bedeutung der Grossen ¢ und ¢,, — Giebt man den
beiden Gleichungen (7.) und (9.) zur Abkiirzung die Gestalt:

S N ] - —_ 2FER

("') q cq_|_1‘"'0) wo ¢ Ea-f-R’—Rz’
2 . ~ 2ER

(=) q:-}IQo"l'l:O’ wog°=E’+R;f—R”
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so besitzen die in solcher Weise eingefiihrten Grossen ¢ und g, ein-
fache geometrische Bedeutungen. Beschreibt man ni#mlich in der
Figur p. 202 um den Anfangspunct o des dipolaren Systems eine -
durch die Pole 4 und A4’ gehende Hiilfskugelfliche, deren Radius mit-
hin = (04) =a ist, so wird diese Hiilfskugelfliche die beiden ge-
gebenen Kugelflichen (¢, R) und (¢, R,) senkrecht durchschneiden, wie
sich solches aus unsern fritheren Betrachtungen leicht ergiebt (vgl.
p. 97). Selbstverstindlich soll dabei z. B. (¢, R) diejenige Kugelfiache
vorstellen, deren Centrum ¢, und deren Radius R ist. Legt man daher
von o aus eine Tangente (op) an die Kugel (¢, R), so erhiilt man ein
bei p rechtwinkliges Dreieck (opc), dessen eine Kathete (0p) = a ist,
wihrend seine andere Kathete (pc) = K ist. Bezeichnet man daher
den Innenwinkel dieses Dreiecks bei o mit x, so ergiebt sich:

a
cos x’

(4.) R=atgx, und (oc)=
wo x bezeichnet werden kann als der sphdirische Radius des von o aus

" an dic Kugel (¢, R) gelegten Tangentenkegels. In gleicher Weise erhilt
man andererseits:

(w.) R,=atgx und (0c) = ——

cos x,’

wo alsdann x, den sphdrischen Radius des von o aus an die Kugel
(cy, Iy) gelegten Tangentenkegels vorstellt. Die Summe (oc) + (oc,) ist
offenbar gleich der Centraldistanz der beiden gegebenen Kugeln, also
= FE. Demgemiss ergiebt sich aus (1.) und (g.):

' a a co8 x 4 co8 %
(») L=cosn+é6§i‘;=a cosncosuoo.
Substituirt man jetzt in der Formel (¢.):
2ER
(&) §$= 3 i _ a8
E'+ R*— R}

tir R, R),, E die Werthe (4.), (#.), (v.), s0 erhilt man zuvorderst:

+ 2 8in % cos %, (cos x - cos x,)
2ER—a*’ J ,

(cos x cos x,)*

B4+ R —R—a (cos x - co8 x,)* + (cos® x, — cos” x)

“(cos % cos x,)? ’

. 2 cos x%, (Cos % CO8 x,
d. 1 =qt TS T T T -— "
s (cos x cos x,)* ’

und folglich:

(€. ¢ = sin x,
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wo x offenbar zwischen 0° und 90° liegt. Nun ergiebt sich ferner
durch Auflésung der quadratischen Gleichung (c.):

1—V1—
(x. g=1=V1=¢,
dass hier im Zihler das Zeichen — zu nehmen ist, unterliegt keinem

Zweifel, falls man nur beachtet, dass ¢ ein positiver iichter Bruch sein
soll, und dass ¢ den in (£.) genannten Werth besitzt. Substituirt
man diesen Werth von ¢ in die Formel (z.), so folgt:

(o) (= =t

8ln %

Analoge Formeln ergeben sich fiir g, und g, Beachtet man da-
her, dass der Punct o definirt werden kann als derjenige Punct der
Centrallinie (cc,) = E, von welchem aus die Tangenten an beide Kugeln
(¢, R) und (c,, R,) gleich lang sind, so lautet das gefundene Resultat
folgendermassen:

Versteht man unter o denjenigen Punct der Centrallinie der beiden
gegebenen Kugeln, von welchem aus die Tangenten an beide Kugeln gleich
lang sind, und versteht man ferner unter » wnd x, die spharischen Radien
der von o aus an jene Kugeln gelegten Tangentenkegel, so haben die
Griossen q, q, wnd die i (v.), (x.) cingefihrten Grossen g, g, folgende
Bedeutungen :

\

= tg »;, ¢ = sin %,
(@) :
BH=tg 3, ¢ =sinx,
Diese Formeln geben fiir jedwede relative Lage der beiden Kugeln sofort
eine anschauliche Vorstellung” iber diec Werthe von g, g, wnd ¢, g,
Reihenentwicklungen. — Will man, wenn R, R, E gegeben sind,

die Werthe von g, ¢ und g,, g, berechnen, so kann man dabei von
folgenden Reihenentwicklungen Gebrauch machen:

@ 5=+ C5E) + C5D)

@) a=1[s+ret eI+ e e+,

von denen die eine aus (£), die andere aus (z.) sith unmittelbar er-
giebt. Endlich erhélt man aus den Formeln (g¢.), (¥.) durch Ver-
tauschung von R, s, ¢ mit R, g,, g, die analogen Reihenentwicklungen
fir g, und g,
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Beildufige Aufgabe. — Ein Blick auf die Formeln (¢.) zeigt, dass
4, 9o, mithin auch f= gg, zu Eins werden, sobald die beiden Kugeln
einander berithren, dass mithin fiir den Augenblxck der Beriihrung
(a) (1—-¢):(1—¢}):Q1—f)=0:0:0
wird. Es sollen die wahren Werthe dieser Verhiltnisse untersucht
werden.

Dividirt man die beiden Formeln (g.) p. 202 durch einander, so
erhilt man, und zwar fiir -einen beliebigen Werth der Centraldistanz E:
1—¢; ¢ R

) (b') 1__qo=qu7

und diese Formel wird also z. B. auch in Kraft bleiben fiir den Special-
fall E=R + R,, d. i. fir den- Fall der Beriihrung. — Ferner ist
identisch:

1-f£_1—dq _ (1-4) (1+6) + (1+0) (1—93)

1—¢° 1--¢* 2(1 — ¢%)
also mit Riicksicht auf (b.):
1—f£ 1 + ta 1 + 9" g R
(c') 1 — qn + o IT
@) mithin =1 4 R’; — R RR

fiir den Fall der Beriihrung; denn im Augenblick der Berithrung werden
ja q und g, zu Eins. Wir gelangen somit, mittelst (b.) und (d.), zu
dem Resultat, dass im Augenblick der Beriihrung

(e) (1—¢):(1—g):(1 —f) =R,:R:(R+ R,)
wird; womit die gestellte Aufgabe geldst ist.

Gleichzeitig erkennt man nun aus (&), (§) p. 203, dass die Diffe-
rentialquotienten
() dg = dg,  df

dE’ ad kK’ dE

im Augenblick der Beriihrung wumendlich gross werden, wihrend trotz-
dem die Verhiiltnisse dieser Quotienten zu einander bestimmte endliche
Werthe behalten. In der That ergiebt sich aus jenen Formeln (&), (&),
mit Riicksicht auf den soeben erhaltenen Satz (e.), dass im Augenblick
der DBeriihruny

dq dg, d
() $0.%%. 4L _R,:R:(R+ R,

wird. Von dieser letzten Formel wird weiterhin Gebrauch zu machen sein.
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§ 4
Berechnung des Geschwindigkeitspotentials.
Das Geschwindigkeitspotential ® besitzt den Werth

d dg,
(26.) o=wE 4w 7k (vl (3) p. 195],

wo z. B. ¥ den Bedingungen zu,entsprechen hat:

g—N = co8 (N, z), auf der Fliche o oder (7);
‘Ad
oN
Ad
aN _
Was diese vier Bedingungen (27.) betrifft, so wird offenbar der ersten
und ebenso auch der vierien Geniige geleistet werden, wenn man fir
Y irgend eine Potentialfunction des Raumes R nimmt [vgl. (A.), (B),
(C.), p- 165). Demgemiiss handelt es sich also darum, eine Function
V¥ zu finden, welche eine Potentialfunction des Raumes R ist, und welche
iiberdiess den beiden Bedingungen entspricht:

(27)

== 0, auf der Fliche ¢, oder (t,);

= 0, auf der Fliiche o,

(28. a) g—N = cos (N, z), auf der Fliche o oder (7);
(28.b) Q_ = 0, auf der Fliche o, oder (z,).

Eine diesen Anforderungen entsprechende Function ¥ kann aber
sofort aufgestelll werden mittelst des frither gefundenen Theorems
(p. 175). Da bei der gegenwirtigen Sachlage 7, <0 <z ist [vgl. (23.)),

mithin —:" < 1 (némlich von negativem Werthe) ist, so hat man, um

nach Vorschrift jenes Theorems zu verfahren, zunichst auf der z-Axe
in unendlicher Ferne einen Punct 1 zu markiren, und sodann das
System der zu 1 gehorigen Spiegelpuncte 2, 3, 4, 5, .... zu con-
struiren, gemiiss dem Schema

29) 1—(t) —2— () —3 — (r) —4 — (r,) — b — etc ete.

Solches ausgefithrt, wird alsdann die gesuchte Function ¥, zufolge
jenes Theorems, den Werth haben:

? oT, o1, _, 21,
(30.) \V=a(g,a — &G G — kT _)
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Genauer wiirde die Function ¥ mit ‘I’(:'z, Y, £) zu bezeichnen sein, wo
(%, y, £) einen beliebigen Punct des Raumes R reprisentirt. Und die
in (30.) enthaltenen Grossen Ty, Ty, T, T}, ... reprisentiren alsdann
die reciprocen Entfernungen dieses variablen Punctes (z, y, ) von den

festen Puncten 2, 3, 4, 5, ....

Bemerkung. — Behufs der weiteren Betrachtungen erscheint es noth-
wendig, Alles, was in Betreff der geometrischen Lage und analytischen
Bestimmung der,festen Puncte 1, 2, 3, 4, 5, ... bekannt ist, hier zu-
sammenzustellen. Auf Grund des Zusatzes (p. 176) wissen wir, dass
sammtliche Puncte 2, 3, 4, 5, ... auf der x-Axe, und ausserhaldb des
Rawmes R, mithin theils innerhalb der Kugel (1), theils innerhald der
Kugel (r,) gelegen sind. Da ferner 1 auf der z-Axe im Unendlichen liegt,
mithin 0, = &, = 0 ist, so ergeben sich aus jenem Zusatz die Formeln:

(e 0, =0; =0, = 0, =,...= Null,
ferner die Formeln: .
9, = 2r, 9, = — 28,
8, = 2r + 20, 8, = — 49,
®) 8, = 27 + 49, 8 = — 69,
8, = 2t + 69, 8, = — 89,
ete. ete. ete. ete.,

wo 8 =t — 7, ist. Desgleichen ergiebt sich aus jenem Zusatz die Formel :
(y.) e M <P <K< <T< < <. ...
In der That ist in dieser letzten Formel im x
gegenwiirtigen Fall durchweg das Zeichen <
am Platze; denn zwischen den in (y.) auftreten-
den Grdssen r, und r findet nach (23.) die Be-
ziehung statt: 7, << t. — Aus dieser Formel (y.)
ersieht man sofort, dass die Puncte 2j, d. i.
2, 4,6, ... innerhaldb der Kugel (z), anderer-
seits aber die Puncte 25 4 1, d. i. 8,5, 7, ... -2j
innerhald der Kugel (z,) liegen.
Uebrigens kann man die Lage dieser Puncte (o), 4
innerhalb der beiden Kugeln leicht noch ge-
nauer angeben. Da nilmlich r und & positiv
sind (23.), so folgt aus den Formeln (8.): R S ——

(&) 20 =8, <P <O <" <00,
Nun ist aber 2t die #-Coordinate des Centrums (— w)La’

¢ der Kugel (r), und oo die &-Coordinate des
Poles A. Somit folgt aus den Formeln (c.),

(21)+c

unter Riicksichtnahme auf («.), dass sd@mmtliche 127 +1
Puncte 2j, d. i. 2, 4, 6, 8, .... zwischen ¢ und
A liegen; wie solches auch angedeutet ist in der (27,)Le,

beistehenden Figur.
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Ferner ist nach (B.), weil 3 positiv ist: &, <8 <&, = —24.
Dieses — 28 ist aber, nach (23.), = — 2t 4 27,, also weil ¢ positiv
ist, << 27,, sodass man also schreiben kann:

&) — <L L < < By = — 20 < 21,

Das — oo ist aber die #-Coordinate des Poles A'; wihrend andererseits
das 27, die #-Coordinate des Centrums ¢, der Kugel (r,) repriisentirt.
Somit folgt aus (f.), unter Riicksichtnahme auf (o.), dass alle Pumcte
2+ 1,d. ¢8,5,7,9, ... zwischen A" und c, liegen; wie solches
auch angedeutet sich findet in der vorstehenden Figur.

Wir haben hier von den beiden im Geschwindigkeitspotential ®
(26.) enthaltenen Functionen ¥ und ¥, nur die erstere in Betracht ge-
zogen. Fir die letzte, nimlich fir ¥,, gilt offenbar Analoges. Doch
wird ein niheres Eingehen hierauf fiir unsere Zwecke nicht erforder-
lich sein.

§ b.
Berechnung der lebendigen Kraft der Fliissigkeit.

Die lebendige Kraft T' der Flissigkeit besitzt den Werth:

(31) T=2Z¢" 4+ 2Hy't, + Z5?,  [vgl (1) p. 196],
wo z. B. Z und H dargestellt sind durch die Formeln:
(32.) Z=—2 [[Vcos(R,7)dog,

[vgl. (8.) p. 197].
(33.) He=— % f f ¥ cos (R, z) da,.

Auch wissen wir bereits, dass diese Coefficienten Z, Z,, H lediglich
abhiingen konnen von der Centraldistanz E der beiden Kugeln. Es
handelt sich nun hier um die wirkliche Bestimmung dieser Coefficienten.

Da allgemein § = ;—% ist [vgl. (25.) p. 105], so kann die Formel (30.)
auch so geschrieben werden:

1 aT, 1 a7 1 2T
34- ‘|’=202 ——,——:——2 _-—‘——- ....).
(34 Vv, 08, Vo, 08, Vv, 08, +

Substituirt man aber dieses ¥ in (32.), so erhdlt man:

o0, 1 00, 1 00
35) Z=—— a’(l__—’— 190 0U, _ )
( ) ¢ Vv, 08, YV, 08, + V‘lT‘ 09, !

wo alsdann die U’s die Bedeutungen haben:
Us; =ff Ts; cos (R, z) do,
Uqu =ff Tsj+1 cos (.R, x) do.

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 14

(36.)
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Diese Formeln (35.), (36.) sind vollstindig identisch mit den fritheren
Formeln (30.), (31.) p. 179, nur mit dem Unterschiede, dass das dor-
tige G hier =1 ist. Demgemiiss erhilt man fiir das Z, analog der
damaligen Formel (38.) p. 181, folgenden Werth:

__me ey
(37) Z-—?R’{1+3(1 Q)g(l_qua;)}’

wo das f= ggq, ist [vgl. (24.)]. — Nun muss aber, wie ein Blick auf
die Formel (31.) zeigt, der Coefficient Z zu den Kugeln (z), (z,) in
derselben Beziehung stehen, in welcher Z, umgekehrt zu (z,), () steht.
Demgemiiss wird man also dieses Z, aus dem Werthe (37.) einfach
dadurch erhalten konnen, dass man

R, g, [ = qq, respective mit E,, g,, [ = gog
vertauscht*). Man erhilt somit:

w = mf—eE ()

Was ferner H betrifft, so ergiebt sich aus (33) durch Substitution
des Werthes (34.):
1 0V, 1 0V, 1 9V, _)

e ap? 97 Y74
(39) H=—ea (Vw 59, Y, 09, T Yy, 09,
wo alsdann die V’s die Bedeutungen haben:
=fj sz CcOo8 (R()’ i)ddo,

Ig,_'.. ff Tsj41 cos (R,, z)da,
Bringt man auf diese beiden Integrale (40.) die Hiilfssitze (a.), (B.),
(.) p- 133 in Anwendung, und beachtet man dabei die in der Figur
p- 208 markirte Lage der Puncte 2j und 25 4 1, so erhilt man sofort:

(40.)

Am (R)\ ax B
I’ﬂj = -3"? (;0) Ty cos (\rﬂ’ x) = .?l _2.0_’
(41.) Y, L
4n ix
Vajg1= 5 Toj+1 €08 (g1, T) = 5 Tap;

denn jene Integrationen (40.) erstrecken sich iber die Kugelfiiche o,
oder (7,). Demgemiiss sind unter rs; und 7341 die vom Centrum [
(nicht ¢) nach den Puncten 2j und 2j 4 1 laufenden Linien zu ver-

*) Dags niimlich der Parameter g fiir die Kugel (z) genau dieselbe Bedeutung
hat, welche g, fiir die Kugel (z,) hat, unterliegt keinem Zweifel. Man kann solches
erkennen entweder direct aus den Formeln (24.), oder (vielleicht noch bequemer)
aus den Formeln (6.) p. 206.
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stehen; sodass also die Winkel (ry, ) und (7941, ) simmtlich =0
sind. Aus (41.) folgt weiter:

L hy s 1 &)’ ory
Vg 99 8 Vg \Ty/ 99y’
(42) ’
1 3772_,'-}-1 4r 1 0Tyt

Vs 2% 8 Vg 0%t
Nach der Figur p. 208 ist aber: ry = zy; — %, und 7341 = 2541 — 2o,
mithin z. B.:

Ory oz, 2a
00y, 23y, ¢y’ '
OTgp1  Oxgyy 2a
3,92j+l = a'&Sj—H = Vi1 ’ [vgl. p. 103, (7')]-
Somit folgt aus (42.): .
{
. 1 0V - lﬁua( 1 1&)8
(43) Vg 9% 8 Wy ™/’
1 9V 8=a ( 1 ){
V %31 08341 8 V ¥2i4a

Nach (8.) p. 208 ist: 8gy=27+4(2j—2)0, und H5;4, =—250, mithin:
Py = (eHDI — gm—G—13)3
Yap1 = (&0 — )2 [vgl. p. 103, (a.)].
Nimmt man von diesen Ausdriicken die positiven Quadratwurzeln, und
beachtet -man, dass 7, 8, j positiv sind [vgl. (23.)], so ergiebt sich:
Viy = e+ — —r—U—18 — g+ (—03(] — g—2—&-90),
Vo=t —eh et — W)
oder mit Riicksicht auf die in (24.) eingefiihrten Bezeichnungen:
I T
Vi, =100
(a) !
1—fY
o
Bringt man ferner die allgemeine Formel:
2a(c‘9' — e"")

E=+ D@D’ [p- 103 ()],

in Anwendung auf die Entfernung ry;, d. i. auf die Entfernung (¢, 2),
und beachtet man dabei, dass &, = 27, und &y = 27z 4 (2j — 2)0
14*

Yajp1 =
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ist, und dass iiberdiess die Grossen 7, & und (2j — 2) stets positiv
sind, 7, hingegen negativ ist, so erhidlt man:
2a( ATHY—NI _ 3n)
Ty = (1 — %) (& Fa—23 _ 1)’

oder mit Riicksicht darauf, dass r — r, = ¢ ist:
2a(1 — e_"j")
Ty = (1= &%) (1 — )’

oder mit Benutzung der in (24.) eingefiihrten Bezeichnungen:
' , 2a(1 — 1¥)

(b~) rﬂ] (1 _ q:) (l f2)—2)

Beachtet man nun die bereits frither notirten Formeln:
R=2_ R 12“% [vgl. () p. 202],

l—q” _qz’

so erhidlt man sofort:
(@) o Ao

Ty
Substituirt’ man jetzt die Werthe (a.) und (d.) in (43.), und beachtet
dabei, dass gg, = [ ist, so folgt:
1L 0V, 16na i )3

Vo, 08, ~ "8 \7_m™&)’
1 oV %1 _8_2 (_[1—)3.
Vm 30‘2H_1 3 f’l

Substituirt man schliesslich diese Werthe (44.) in die Formel (39.),

so erhilt man:
gSna (I)+2(f)+2(f)+"'

O N P

wo die Glieder erster Zeile den Puncten 2j, und die der sweiten Zeile
den Puncten 2j + 1 entsprechen. Diese Formel (45.) reducirt sich
aber sofort auf:

(44)

(45) H=—

J=o

s
(46.) H= — x¢(2a) 2 - —f—,;)
Nun ist nach (g.) p. 202:
— a? R, (1 —q°
94— BA- ﬂ_), 2q — - o(1 - _qg),
q 9

mithin auch: 2a =

VER V(1 —¢) (1 —9)
%2 !
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sodass man also die Formel (46.) auch so schreiben kann:

' ZEVa—) =D\ T (_F_Y
(47.) H=— xo (V— ( V,—q ) ( o)) jél‘ (1 — f”f> .

Die beiden Kugeln und die Natur der betrachteten incompressiblen
Flissigkeit sind als gegeben, mithin die Radien R, R, sowie auch die
Dichtigkeit ¢ der incompressiblen Fliissigkeit als absolut unverdnder-
liche Constanten anzusehen. Alsdann aber sind die Grossen g, g, und
f = qq, lediglich Functionen des Central-Abstandes E der beiden
Kugeln [vgl. (25. a, b)]. Gleiches gilt daher, nach (37.), (38.) und (47.),
auch von Z, Z, und H. Also der Sata: Die in dem Ausdruck der
lebendigen Kraft der Flissigkeit:

(48.) T=2Zg" + 2Hr't, + 2,5,  [vel (3L)), )

enthaltenen Coefficienten Z, Z, und H hangen lediglich ab von der augenblick-
lichen Centraldistanzs E der beiden Kugeln. Uebrigens ist dies derselbe Satz,
zu welchem wir schon friiher [in (18.)] auf anderem Wege gelangt waren.

§ 6.

Fortsetzung. Soll der fiir die lebendige Kraft der Fliissigkeit
erhaltene Werth der richtige sein, 8o muss sich seigen lassen, dass
derselbe stets positiv ist.

Mit andern Worten: Sollen die fiir Z, Z,, H gefundenen Werthe
die richtigen sein, so muss sich zeigen lassen, dass der mit diesem
Werthe von Z, Z,, H behaftete Ausdruck (48.) stets positiv ist. Um
diesen Nachweis zu fiihren, stellen wir jene Werthe von Z, Z,, H von
Neuem hin, indem wir dabei zur Abkiirzung setzen:

Ver—4, VEOA—@*=B,
Vim—1, Vii=ay-5,

‘wo unter den Quadratwurzeln (wie iiberhaupt an allen Stellen des vor-
liegenden Werkes) die positiven Werthe derselben verstanden sein sollen.
Wir erhalten alsdann

J=m

(50) z—a {1 +B 3 (—L )} [nach (37.),

j=1 1— q’f"’

(49.)

(1) Z, = 4 {1 + B;’,g (l—_—f—;:f;;)s}, [nach (38)],

(52) H— — 44,BB, (Vif)”g (l—_f’T,l)s, [nach (47.)].



214 Die lebendige Kraft der Flissigkeit.

Den Ausdruck fiir H (52.) kann man ibrigens, indem man das (dem
J = 1 entsprechende) erste Glied der Summe von den dbrigen Gliedern
absondert, auch so schreiben:

(@2.2) H=—d4 [1(91130—0;’;;23 +B5, (W)sg (1 -—f;iﬂ-— ‘3)8} |

Zur Erreichung unseres eigentlichen Zieles bedarf es nun einer
gewissen Transformation dieser Ausdriicke fir Z, Z,, H, und zwar
einer Transformation, welche sich von selber darbietet auf Grund
unserer friiheren Betrachtungen. Durch gegenseitige Vergleichung der
beiden auf p. 181 notirten Formeln (40.) und (44.) ergiebt sich nim-
lich sofort, dass fiir beliebige Werthe der positiven échten Briiche ¢
und f stets die identische Gleichung stattfindet:

) j=m ( — f,j) _ ( % )s 2: n(n ;l— 1) l(q:);::l;

eine Gleichung, die z. B. fiir ¢ = f die Gestalt annimmt:
S an 4+ <m"+'
(*) ( ) = ()3 —

Mittelst dleser Transformatlonsformeln (%) und (4.) gehen die Aus-
driicke (50.), (561.) und (52. a) iber in:

37 n + 1 ( N+

(53) zZ=al14+ B ( ) > g f,,.+,},
s (1) "5 »ln +0 (q ™t
(4)  Z=d1+B() 3 D,
BB, (V7)’ VS Aty ¢+
(65) H=—AA\G—pyp + BB, ( ) g l‘_fh-}-l}'
Substituirt man aber diese Werthe von Z, Z,, H in die Formel (48.):
(56.) T=2¢"+ Z)5" + 2HL'w,
so erhdlt man fiir dieses 7' einen Ausdruck von der Form:
(67) T=1T,+ 2; T,,
dessen einzelne Glieder T, und T,(»n =1,2,3,...) sich so darstellen:
BB,

(58.) To=y"+9,—29% (‘;:)).,

1 2n41 2n+1 q2"+1 fin
(59.) T,.=ﬂ;'r o A, gy {y”q. +y - —2yy,” o )}

0
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Dabei sind die Buchstaben y und y, zur augenblicklichen Abkiirzung
eingefithrt. Und zwar ist in (58.): y = Ay’ und y, = 4,x;; anderer-
seits in (59) y = ABg' und y, = A,B,L,

Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass die Glieder T,, einzeln ge-
nommen, stels positiv sind, falls man nur beachtet, dass ¢, g, und
f = qq, positive dchte Briiche vorstellen. In der That wird ein Aus-
druck von der Form

() Y=¢'L+ y:Lo — 2yy, M,
ganz allgemein fiir beliebige Werthsysteme von y, y, positiv sein, falls
nur die L, L,, M den beiden Bedingungen entsprechen:-
L = pos.
@) LL, — M? = pos.
Denn aus («.) folgt:
LY=y'L*+ yzLLo_2yyoLM;
di LY=(yL —y, M)+ (LL,— M*)y}; gq.e.d.
Der in (59.) in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck entspricht
aber diesen Bedingungen (f.). Denn es ist fiir denselben z. B.:

n+1 nt-2

LL,— M* = (q(qq";o)s — ’; . also, weil gq, — [ ist:
. f2ﬂ+1 (1 _ f2-+l) .
- f’ . b}

und hieraus folgt, weil f ein positiver @chter Bruch ist:
LL, — M? = pos.
Somit ist nachgewiesen, dass die To(n =1,2,3,...) stets positiv sind,
fiir belicbige Werthe von ¥ und g,
Etwas miihsamer ist der entsprechende Nachweis fir das T,
Substituirt man fiir B und B, ihre eigentlichen Bedeutungen (49.), so
nimmt der Ausdruck 7, (58.) die Gestalt an:

VE—A = avry
To=y’+y:—2yyo-3( li,-, 0 );
sodass also fiir diesen Auddruck T, das (LL, — M?®) so lautet:
(1 - q’) (1 —q’)f)
’)2
diese letztere Formel kann aber, falls man flil‘ f seine eigentliche Be-
deutung: f = qq, einsetzt, auch so geschrieben werden:
(1—g" (1 — g9
(t-d'g)’

LLy—M?=1—

() LL,—M*=1—9¢° wo ¢ = ist.
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Ohne erhebliche Schwierigkeiten ldsst sich zeigen [vgl. den Nachtrag],
dass diese Grosse ¥ stets zwischen O und } liegt. Hieraus folgt als-
dann sofort, dass die Grosse. LL, — M? stets zwischen O und 1 — 9(})*
bleibt, mithin stets positiv ist.

Somzt ist nachgewiesen, dass der Ausdruck T, den Bedingungen (ﬂ)
entspricht, also stets positiv bleibt. Gleiches aber wurde vorhin schon fir
die T,(n=1,2,3,...) constatirt. Und Gleiches gilt demgemdiss auch
von der Summe all dieser Ty, und T,, d. i. von T selber (57.). —
Q. e. d.

Nachtrag. — Dass der in (y.) aufgeftihrte Ausdruck v stets zwischen
0 und } bleibt, kann, vielleicht am Bequemsten, folgendermassen geseigt
werden, — Sefzt man gg, = f, und filhrt man in solcher Weise an Stelle
von g, das f ein, so lantet jener Ausdruck ¢ folgendermassen :

@) v =t 0 —) (1= 5)
Hieraus folgt sofort:
) v= L (0 +m =7 [F+ 5}

Der hier in den eckigen Klammern stehende Ausdruck ist von der Form
x + 2™, mithin stets > 2. Somit folgt:

® v<y fw(b+ﬁ—20 f“_” !

- T AN
_ 1.
Gy

Und hieraus endlich folgt, weil ein Ausdruck von der Form x 4 z—!
stets > 2 ist:

®) ¥ <

oder, was duselbe ist:

(n.)

Dass andererseits aber v auch stets < 0 ist, folgt direct aus dem ur-
spriinglichen in (y.) fir ¢ angegebenen Werthe, falls man nur beachtet,
dass gq und g, positive éichte Briiche vorstellen. Q. e. d.

8§ 1.
Die Veréinderung der lebendigen Kraft der Fliissigkeit bei
entgegengesetzten Bewegungsrichtungen der Kugeln.

Die Coefficienten Z, Z, und (— H) im Ausdruck der lebendigen
Kraft der Fliissigkeit sind, wie bereits mehrfach bemerkt ist, lediglich
Functionen der Centraldistanz E der beiden Kugeln [vgl. z. B. den
Satz in (48.)]. Ich werde gegenwirtig zeigen, dass diese Functionen
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selber, nimlich Z, Z, und (— H) stets positiv, und dass andererseits
ihre Ableitungen nach E stets megativ sind. Ich spreche dabei absicht-
lich von den Functionen Z, Z, und (— H), nmicht H; weil in solcher
Weise die Sitze sich bequemer und gleichmiéssiger ausdriicken lassen.
Uebrigens wird beim Beweis dieser Sitze offenbar von den beiden
Functionen Z und Z, nur eine, z. B. nur Z in Betracht zu ziehen sein.
Denn aus der Symmetrie der ganzen Sachlage folgt unmittelbar, dass
jeder fir Z gefundene Satz unmittelbar auch fiir Z, gelten muss.

Die Formel (50.) geht, falls man daselbst fir A, B ihre Werthe
(49.) substituirt, tber in:

(60) Z=TR(14+3¢}+3¢i+....+3¢+...)),
wo alsdann das ¢; die Bedeutung hat:

_Ga=-ar
(61.) =T
Da die Grissen ¢, g, und f = gg, positive échte Briiche sind, so folgt
aus diesen Formeln sofort, dass Z stets positiv ist. Was nun ferner
die Ableitung nach E betrifft, so ergiebt sich aus (61.):

6lLa) L8%_ 4G +q’f"f)dlos_f+(—2q’(1~ff) dlog g 4
1

“4dE 1 — q’fzf "dE q le) (l 2) dE
Substituirt man hier die frither gefundenen Werthe:
dlog f 1 20—/
dE T EG=d(1—-q)
(62, dlgg _ _ 11+4
dE E 1 g’
0
d log g, 11
Q0% 1 lj;,, [vgl. p. 203],
8o erhidlt man
dlogg 2(1 — fHl
63. (—— —52) =
(©3) TE ) T B (=) G )

wo U die Bedeutung hat:
U=j(l + ¢ — (1+ @)¢*
Dieses U kann aber, weil ¢q, = f ist, auch so geschrieben werden
— 1Y
U=t +¢M— @ +M 1=

*) Es ist dies genan dieselbe Rechnung, wie frither anf p.- 185. In der That
sind die gegenwirtigen Formeln (61.), (61. a), den Buchstaben nach, identisch mit
den damaligen Formeln (61.), (61.a). Weiterhin wird nun aber der Gang der
Rechnungen von dem damaligen divergiren.
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Dass aber dieser Ausdruck U, wenn (wie hier der Fall) j eine der
Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., und ¢ und f positive dchte Briiche vorstellen,
stets einen positiven Werth besitzt, ist bereits frither [vgl. (£.) p. 186)
gezeigt worden. Solches constatirt, folgt aber aus (61.) aund (63.),
dass die

d lo a
¢; und (— —g—q)j , mithin auch die ( — -
durchweg positiv sind. D1es iibertragt sich, mittelst der Formel (60.),
auf Z und ( dZ) mlthm auch auf die parallel stehenden Grossen Z,

und (—— ﬁ) Und wir gelangen also zu dem Resultat, dass diec Werthe
der vier Ausdriicke
aZ d
(64) z, 2, wa (— 3%), (%%
stets positiv sind.

Wir gehen i#iber zur Untersuchung von H. Die Formel (52.)
nimmt, falls man daselbst fir 4, B, 4,, B, ihre Werthe (49.) ein-
setzt, dle Gestalt an:

(65), (—H) =L YER - (3w3 +3u 4 39241,

wo alsdann y; die Bedeutung hat:

(66.) o=Y1=2ViZ%
' ’ Vi 1— /Y
Hieraus folgt durch Differentiation nach E:
dlogy, dlogy, qgf , 0Ology, dq 9 1og ¥, dgq,
dE ~— ~ ¢f dETV T 49 y 2q, GE
= (=2 2-’,:?___1 : ) - Qo dq
- (F+ )i+ (2h) i+ ()@

oder was dasselbe 1st:

d log y, (j(l+f”) )dlosf ¢ dlgg % dlog g,
2

T dE 1—fY aF 1— ¢ d4dE l—ﬂz “dE

Substituirt man hier die Werthe (62.), so folgt nach einfachen Re-

ductionen:
d log ¥, A-—rMHB®+9)
(617.) (‘ TdE )— EQl—g)(1—4g)(—-7Y)’

wo B und B’ die Bedeutungen haben:

Y
8 =i+ — @+ ) 5
B =i+ -1+

(67. a)
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Diese Grossen B und B’ aber sind, weil j eine der Zahlen 1,2, 3, ... vor-
stellt, und ¢, g,, sowie auch = gg, positive dchte Briiche sind, stels
positiv; wie sich folgendermassen zeigen lisst. Man bilde die Producte:

B, =(1—g)1—gM) =1+7—a—af,

B == (1— g =1+ —gf — g,

B, = (1 — 'Y (1— q:f”—“) =14+ —¢f— q’f’*“

Das = (1 — @) (- q’) — 14— g — qo,
und addire dieselben. Alsdann ergiebt sich: o
Y

0, + 0, + 0, + Dyos =1+ ) — (@ + &) =

oder was dasselbe ist:

(67.b) D)+ 80+ 0, + sy =B

Nun sind die &'s, ihrer Definition nach, stets positiv. Gleiches gilt
daher nach (67. b) auch von B.

Aus der Art und Weise, wie wir zu diesem Resultat gelangt sind,
erkennen wir dbrigens sofort, dass jener in (67.a) aufgefiihrte Aus-
druck B stets positiv sein wird, welche Werthe man den darin ent-
haltenen positiven dchten Briichen g, g, f = gg, auch zuertheilen mag,
und dass derselbe auch dann noch positiv bleiben wird, wenn man jene
dchten Briiche g, g, (einen oder beide) zu Eins werden ldsst. Setzt
man aber beispielsweise ¢ = 1, mithin g, = f, so verwandelt sich 8
in B [vgl. (67.a)). Somit folgt, dass B’, ebenso wie B, stels positiv ist.
Solches constatirt, ergiebt sich aus (66.), (67.), dass die
(61.¢) % und (— 1% %) ' mithin auch die (— :—'g)
stets positiv sind. Und hleraus folgt weiter, mit Riicksicht auf (65.), dass

(68.) (—H) wnd (+ ¥ ,
ebenfalls stets positiv sind. Schliesslich gelangen wir durch Zusammen-
fassung der Sitze (64.) und (68.) zu folgendem Resultat:

Die in dem Ausdruck der lebendigen Kraft der Fliissigkeit ent-
haltenen Cocfficienten Z, Z, und H sind Functionen der Centraldistans E
der beiden Kugeln. Und zwar sind diese Functionen von solcher Be-
schaffenheit, dass die Werthe von

(69.) zZ, Z,, (—H),

nd (- 3 )(dE)_

stels positiv sind.
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Aus diesem Satze ergeben sich bemerkenswerthe Folgerungen.
Wir wollen annehmen, die Kugel ¢ werde mit der constanten Ge-
schwindigkeit G in der Richtung der 2-Axe, und die andere Kugel o,
mit der ebenfalls constanten Geschwindigkeit G, in der enlgegengesetsten
Richtung fortgefiihrt, sodass also f' = + G und gy = — G, ist. Als-
dann ergiebt sich fiir die lebendige Kraft 7 der Fliissigkeit der Werth:
(70.) T=2G*+ 2,GI — 2HGG,, [vgl. (48.) p. 213]).

Bei dieser Bewegung der beiden Kugeln ist aber ihr Central-Abstand
E in bestindigem Wachsen begriffen. Somit folgt aus (69.), dass der
Werth von T bei der genannten Bewegung fortwihrend abnimmt. —
Und umgekehrt wird die lebendige Kraft der Fliissigkeit fortdawernd
wachsen, falls man die beiden Kugeln mit constanten Geschwindigkeiten
gegen einander zueilen ldsst; sodass das Mazimum der lebendigen Kraft
n dem Augenblick eintritt, wo die beiden Kugeln zur Berithrung gelangen;
wihrend andererseits die lebendige Kraft der Fliissigkeit thren Minimal-
werth in dem Augenblick haben wird, wo die beiden Kugeln unendlich
weit von einander entfernt sind. .Dieser Minimalwerth ist, wie sich aus
den spitern Formeln (13.) p. 236 ergiebt:

— (BG4 B,
was iibrigens auch leicht abgeleitet werden kann aus der frither ge-
fundenen Formel (21.) p. 82.

Die hier soeben aufgestellten Sitze beziehen sich immer nur auf
den Fall, dass die absoluten Bewegungen der beiden Kugeln einander
enlgegengesetzte Richtungen haben. Wie sich die Dinge gestalten, wenn

die absoluten Bewegungen von gleicher Richtung sind, soll im folgen-
den § untersucht werden.

§ &
Die Verinderung der lebendigen Kraft der Fliissigkeit
bei iibereinstimmenden Bewegungsrichtungen der beiden Kugeln®).

Nach (69.) sind g—é und ‘;—2—" negativ, hingegen :—; positiv. Ver-
steht man also unter ¢ und ¢} zwei willkiirlich gegebene positive, und von

O verschiedene Constanten, so sind die Vorzeichen der beiden Ausdriicke:

- __dz 2 dH dZ, dH
(ll.) Q—(—IE+L JE und Q°=HE C:TE

*) Der Leser wird vielleicht gut thun, die etwas miihsamen Rechnungen dieses
§ zuvorderst zu iiberschlagen, und auf dieselben erst dann einzugehen, wenn solches
durch die weiter folgenden Betrachtungen geboten ist.
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nicht ohne Weiteres angebbar, vielmehr negativ oder positiv, je nach-
dem in diesen Ausdriicken die ersten oder die zweiten Glieder #iber-
wiegen sollten. Ich werde nun zeigen, dass eine Privalenz der zweiten
Glieder, mithin ein Positivwerden von Q, Q, stets eintreten muss, falls
man die beiden Kugeln hinreichend von einander entfernt. Dabei kénnen
die positiven Constanten c* und ¢}, wie schon gesagt, ad libitum ge-

geben gedacht werden; nur wird vorausgesetzt, dass sie von Null ver-
schieden sind.
Nach (60.) und (65.) ist: .

Z="2 (VRR) (14 3¢% 4 3¢} + 3¢) + -],

H= T (VRRO)*‘ [0— 3¢} —3ub.... — 3y} — -],
mithin:

ay

o=9Z 1 c’dE——?mo(Vﬁ)“Z[(V')’ 9 3 — ¢ VR v 53],

oder, falls man unter dem Summenzeichen fir R und R, die bekannten

Werthe aqq und ;2% [vgl. (g.) p. 202] substituirt:
)

== dlog o, Va, dlogy
o =ssev2anl 3 | (11, 5) 5 (2 «p,) g
Schreibt man hieflir zur Abkiirzung:

j=3

J
(72) Q = 370 (YV2aR)’ 3w,
=

so kann man das ®; folgendermassen darstellen:

— s
(13) @=c( -, Y%y, (_"E’S_"i [1_ ve Vi—go ‘“°”f].
Vi-gq ¢k Vao Vi—g %) 4108
Nun ist nach (61.), (63.) ferner (66.), (67.):

_a=d)pr dlogg, —2(1 — M
(3.1, t-er? B EG—g)(1-g) 1 —g'r¥)’
o Vi—gVi—gr dlk% _  _a-mB+8)
' Vag, G —r%) = 4F E(1—g") (1—g) (1—79)’
mithin:

% _ 1/_1___—_q’qu_‘q:_(x —f% dlgg; 1% e
Y Visga-gry " dley, 1—g 8+ B
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wodurch der in (73.) in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck
die Gestalt erhilt:

_ 1 1—fY\¢ o1
[ =1-342 (R o5

Substituirt man dies in (73.), und setzt man dabei zur augenblicklichen
Abkiirzung:

11— fY =1
(74.) l_l_——W und %—m,

und beachtet man gleichzeitig, dass der in (73.) vor der eckigen Klammer
stehende Factor, nach (67. c), stets positiv ist, so erhidlt man:

(15.) @, — (Pos. F.) [1 S qsx‘%],

wo unter dem (Pos. F.) jener positive Factor verstanden werden soll.

Zur weiteren Untersuchung des Ausdrucks @; (75.) ist nun zu-
vorderst ein niheres Eingehen auf die Werthe von y und ® erforder-
lich. Nach (74.) ist:

1= _ (L—g)r¥
(a) r= g T
also mit Riicksicht auf (73.a):
) 1=1—fg,.

Bei wachsender Centraldistanz F sind ¢, g, und f, wie aus (62.)
folgt, in fortwdhrender Verkleinerung begriffen. Und Gleiches gilt nach
(73.a) auch von ¢@; Somit zeigt die Formel (f.), dass die Grosse g
bei wachsendem E in fortwihrendem Wachsen begriffen ist. Und es wird
also dieses z stets zwischen denjenigen beiden Specialwerthen sich be-
finden, welche dasselbe einerseits bei der Berithrung der beiden Kugeln,
andererseits bei unendlicher Entfernung derselben von einander an-
nimmt. Fiir den Fall der Beriihrung sind g, ¢,, f alle = 1, also nach

(14.): y = %. In Wirklichkeit findet man aus (74-) nach bekannter
Regel:
. @
2 1k

=" g T T T Tda’?
2% 20 4 2qp® 92
also weil bei der Berithrung ¢ und f zu Eins werden, wihrend gleich-
zeitig das Verhiltniss g% : EI‘% den friiher [in (g.) p. 206] notirten

Werth R,: (R + R,) annimmt:
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(») 1= ;@ (_f ;)R_‘;_) 7 (Werth bei der Beriihrung).

Lasst man andererseits die beiden Kugeln sich ins Unendliche von
einander entfernen, so werden ¢, g, und f zu Null, also nach (74.):

(d) g =1; (Werth bei unendlicher Entfernung).

Da nun y stets zwischen diesen in (y.) und (d.) angegebenen Special-
werthen bleibt, so ergiebt sich also fiir jeden belichigen Werth von g
die Formel:

J(R + R,)
(&) JET Ry TR =S T
Das j ist seiner Definition nach [vgl. (72.)] eine der Zahlen 1,2, 3, ..
Die  linke Seite der Formel (&) wird daher noch weiter verkleinert
werden, wenn man ihren Nenner um jR 4 (j — 1)R, vermehrt. So-
mit folgt also a fortiori:

&) S <L
Was ferner B betrifft, so ist nach (74.)
2 8 %
(n) s =g to

und weiter nach p. 186 und 219:
U==%L+P:+ B+ -+ Py,
(8'°) 58=D'0+D2+04+~-'+D,2;_2,
=D+ D+ 0+ Dy
Hier haben die P’s die Bedeutungen:

Bo =1—g) A=L¥), (B =(1—a)A—-1),

B =1—=MHA=LY, B =(1—gHA—¥),
OB =a—gr)a—rp=), HENB —a—grya—r,

Puys—(1— S (1—F1) L‘Bs,—e——( 1—9’/"’”’) ¢ —f’),
ferner die Q und L folgende Bedeutungen:

8, =(—a)1-g7) 0, =1 —)(1-Y,

0, =Q0—¢M(1—gf"), |m=a—-ma—rv,
ENo, =a—dma-gr),  Ee=a-ra—r,

Days—(1—g'r) (1—g)), Dasm (1= (1 —F).
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Es geht nimlich 8 in 8’ iber, falls man ¢ = 1 und g, = f werden
lisst [vgl. p. 219]: und dementsprechend repriisentiren die ' (x".) die-
jenigen Werthe, in welche die {0 (».) fiir ¢ = 1 und g, = f sich ver-
wandeln.

Beachtet man, dass ¢, g, und /= ggq, positive dchte Briiche sind,
mithin z. B. f<g, und ebenso f<gq, ist, so ergiebt sich:

durch Vergleichung von (i.) und (x.): und durch Vergleichung von (¢".) und (x".):

0, <%

D <%H,

@) | Ba<B, 2: <P,
D.‘ < “B‘y D:‘ S %‘
Ferner erhiilt man
aus den Formeln (i.): und aus den Formeln (x.):
\lsogly 9»2(1—9')(1—43)'
(.“-\ 1{1 <L (‘u'.) D: > (1 - q!) (l - qz)t
| %<1 |oza—oa-g,
Aus (4, (A7) erhilt man weiter. mit Ricksicht auf (9.):
A §={—$_§l und %=%§l,

und aus (@), (@)
@ _ o, u—du-g)

. . %
= Ny j iiberdiess ist ‘ITZ 0;

&)
. N ¥
diese letzte Formel fir 1
W B, P, O zutolge (3, @O, (1) (x.), stets positio sind.
Endlich engiebt sich jetzt aus 4.\ mit Hinblick auf (»)), (§):

unterliegt nimlich keinem Zweifel, weil die

) d—g 1 —@<g <2

oder war dasselbe ast:

1
a) o -a
\ \l - (I" \l -y ‘\\

>~

"w fﬂ

1 -

RIS I S ek JuRieieionstolinng oo -3 wed 321 2w folgendens—
NS ailwemern saltioen Boemiesn paama?:
1
l PRI NG TENG I8
\:l:.\ \
1~ N .. -
V- @&l — o5
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Nun war in (75.) gefunden:

(17 o= (Pos.F)-[1— { L opm) ]

Zufolge (76.) gilt daher fiir dieses @, einerseits die Formel:
1 2

(78.) @; > (POS. F.) . [l —_— {'c‘i qs G—-—q2)—(—l—:q*35 ]1

und andererseits auch folgende Formel:

(19) o <@osF)-[1—{Xe ()]

Lésst man die Centraldistanz E der beiden Kugeln ins Unendliche
wachsen, so convergiren ¢ und g, beide gegen Null [vgl. z. B. (¢.)
P- 205. Durch ein hinreichendes Anwachsenlassen von E wird man
daher in (78.) den daselbst in der geschiweiften Klammer enthaltenen
Ausdruck unter 1 hinabdriicken konnen. Solches aber ausgefiihrt ge-
dacht, werden alsdann, nach (78.), die Gréssen @, d. i. @,, @, @, ...
bei weiterem Anwachsen von E durchweg positiv bleiben. Und
Gleiches gilt daher nach (72.) auch von dem zu untersuchenden Aus-
druck Q. Man wird also, falls die Constante ¢ gegeben ist, stets einen
Werth E’ der Centraldistanz finden konnen, von solcher Grisse, dass die
von E abhingende Function Q im Imtervalle E = E'....oco durchweg
positiv bleibt,
Versteht man also in dem Awusdruck

dz dH
(80. a) Q=%+ %

unter ¢ eine beliebig gegebene, jedoch positive und von O verschiedene
Constante, so wird sich stets in dem Intervall E=(R+ R))....00
ein Punct E' markiven lassen:

(R4 R) < E < x,
von solcher Lage, dass jene von E abhingende Function Q im Intervall

E ....00 durchweg positiv ist. — Dass ein analoger Satz auch gilt
fir den Ausdruck:
dH

daz )

bedarf keiner weiteren Erlduterung.

Nehmen , wir nun an, die beiden Kugeln bewegten sich (durch
irgend welche Ursachen) mit constanten Geschwindigkeiten G und G,
beide in gleicher Richtung vorwiirts, also entweder beide in der Rich-

Noeumann, Hydrodynamische Untersuchuugen. 16
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tung der z-Axe, oder beide in der entgegengesetzten Richtung. Als-
dann hat die lebendige Kraft 7' der Fliissigkeit im einen wie im andern
Fall den Werth:

81) T=2ZG + 2HGG, + Z,G%, [vgl. (48.) p. 213];

woraus folgt:
arT daZ
(82) dET dE G*+ 24 dE G(’ + dE GO’

oder was dasselbe ist:

@) =0t T +a (R +a i)

Auf die beiden eingeklammerten Ausdriicke sind aber die Satze (80.
a, b) sofort anuwendbar. Und hiedurch gelangt man alsdann zu folgen-
dem Resultat:

Bewegen sich die Kugeln beide nach derselben Richtung mit con-
stanten, endlichen und von Null verschiedenen Geschwindigkeiten G und
G,, so wird sich in dem Intervall E= (R + R,).... oo stets ein Punct
E’ angeben lassen:

(84.) R+ R)<E <00,
von solcher Lage, dass der Differentialquotient Z—; wm Intervall E’ . . .. oo
durchweg positiv st.

Dieser Satz ldsst sich unmittelbar auf T' selber iibertragen; wobei
im Ganzen drei Fille zu unterscheiden sind; denn je nach der Be-
schaffenheit der constanten und gleichgerichteten Geschwindigkeiten G
und G, ist der Central-Abstand E entweder in fortdauerndem Wachsen,
oder in fortdauerndem Abnehmen, oder aber constant.

Wenden wir uns zwvorderst zum Falle des wachsenden E, und
verfolgen wir dabei dic Kugeln vom Augenblick der Beriihrung bis su
weiteren und weiteren Entfernungen, so wird die lebendige Kraft T der
Fliissigkeit bei den aufeinander folgenden Positionen:

(84. a) R+R)....E....©

im leteten Intervall E' .. .. oo bestindig wachsen. Wie shr Verhalten
im crsten Intervall (R + R,) ... E’ beschaffen ist, bleibt dabei unbekannt
(eine noch der weitern Untersuchung bediirftige Frage).

Aehnliches ist zu bemerken bei dem Kall des abnehmenden E,
wobei man alsdann die Bewegung der Kugeln zu verfolgen hat von
E=o bis E= R+ R, Was schliesslich den Fall des constanten
E hetrifft, so wird in diesem Fall die lebendige Kraft 7' der Fliissig-
keit ebenialls constant sein; wie z. B. aus (81.) sofort ersichtlich ist.
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§ 9.
Bestimmung eines gewissen, fiir die weiteren Untersuchungen
wichtigen Vorzeichens.

. In Folge der vorhergehenden Untersuchungen sind wir bekannt

. . dZ d dH .
mit den Vorzeichen von -3, 7%, 75 (vgl. den Satz p. 219), hin-

gegen noch unbekannt mit den Vorzeichen der Grisse
dZ 4 2H 4+ 2)
(1) TT4dE =
Gerade das Vorzeichen dieser letztern Grosse ist aber flir unsere
weiteren Betrachtungen von besonderer Wichtigkeit.

Leider scheinen die bisher von mir benutzten Methoden zur Ausfiillung
dieser Liicke nicht ausreichend. Und ich sehe mich daher genithigt,
zu einer neuen Methode meine Zuflucht zu nehmen, die sich tibrigens
gewissen von Bobylew in der Elektrostatik angestellten Betrachtungen
einigermassen anlehnt. (Vgl. Bobylew's Aufsatz in den Math- Annalen,
Bd. 7))

Differenzirt man die auf p. 221 angegebenen Grossen Z, H nach
der Centraldistanz E, und bedient man sich dabei des an jener Stelle
(p. 221) angegebenen Weges, so findet man ohne besondere Mihe:

;—’% - — M. 20,
@) .
E=+M @+ 9),
wo 3R einen positiven Factor vorstellt vom Werthe:
8ze(2a)" (1 — f7)
3. M = ;
& S TmrTer L

wihrend U, ¥, B folgende Summen vorstellen;

— j=® q’ Yu
u }=>l ( 1— f’!)‘ ’
: Y8
4. S’
4) le fa,)c. ’
. %’

PZI (1 —r

Dabei haben U, B, B’ die frither festgesetzten Bedeutungen: Nach (8.),
(¢.), (%), (x'.) p. 223 ist mithin:

="' - gt —poow,

15*
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=3 a—ema— g,
=0

©ow="Fa-ma-r
Dies in (4.) substituirt, erhdlt man:
-3 ((1 L5 S A—ema —f“’"‘))

(5.) 53 V ((1 i 2 (1 — g — q: j—u—a))’

B = V ((1 flzj)4 2 (1— fﬁ)(l—f’j_’k)>

]=l
Es handelt sich nun fiir unsere Zwecke vor allen Dingen um eine ge-

wisse Transformation dieser drei Ausdriicke , B, 8. Und zu diesem
Behuf bemerken wir, dass dieselben simmtlich von der Form sind:

®  o=3 (T 3 Q- rroa—rren);

in der That verwandelt sich & der Reihe nach in U, B, ¥, sobald
man iiber die «, §, 7 jedesmal in geeigneter Weise disponirt. Dem-
gemiiss werden wir unsere Untersuchungen mit diesem allgemeinen
Ausdruck © beginnen, und zuvirdesst diesen der in Rede stehenden
Transformation unterwerfen.

Vertauscht man in (6.) die Aufeinanderfolge der beiden Summa-
tionen, so erhidlt man durch einfache Ueberlegungen:

‘ S j=: uaf ¥ 2 9 (9 Sk
(1) =3 S| 3z —FrQa—y»r)
=0 jSkt1 (1—o*r¥)
Es ist aber nach dem Binomischen Satze:
' 1 L 4.6-6--- 8
(8.) G—:;’fT)‘ == :?; Cp a’l’f’lp, wo Cp = —l_._2ﬁ;_3 .(%j;__) .

Somit folgt aus (7.), falls man zur Abkiirzung 2p + ‘3 =g setzt:
= b=o  j=o
&= 2> (pr > p— e 0 — ),
=0 =0 =k

oder, falls man jetzt die Summation nach j wirklich ausfiihrt:

i (i LA i e
= = 1—f9 1— 2 ]
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oder, falls man schliesslich die Summation nach k ebenfalls ausfihrt:
r=x 1 ﬁ’ 1 y’f‘f
. -V — — )
@€ :oop(afy(l—t’ ' l—f"'"’)(l——f” 1-—f9+’)
Der allgemeine Ausdruck © geht aber, nach (5.), (6.), iiber
infl,fiira=q, B=gq, =1,

in-g, fiira=l, ﬂ=q, y==-$-=&,

in®, fira=1, =1, py=1.
Somit folgt aus (9.), mit Riicksicht darauf, dass f = qgq, ist:

B=F0 (L o) (L )

1—f 1—pJu—_p ot
) B="3g (2~ ) 4 _ ?3“_)

1= 1=t g )

v 3 1 1 r o+
= ¥ _ e — = .
¥ = C"(x—f” 1—»/*“)(:—# l—r'+’)
Setzt man also zur Abkiirzung: :

17 fv+2
1 ——/., 1— st

() =2 _ 7

1 1

d. l.==’l_r’—l_f9+’,

1—f 1
Q= - % _ % s wo ilberall g = 2p + 3 sein soll
O T ¥ ’
8o erhilt man aus (10.)
i="30¢eF,
(12) -,
B+ = 3C(QQ + F)
=0
Demgemiss folgt aus (2.):
dH g i
(13) 255 =+ 2R3 GQ0%+ )
ferner:
dZ S
(14.) 5=—2M JCFQ,
=0
und der letzten Formel entsprechend:
. p=w
(15.) % =—2M SCFQ,

p==0
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Versteht man aber unter T die lebendige Kraft der Fliissigkeit,
ferner unter ' = G und g, = G, die augenblicklichen Geschwindig-
keiten der beiden Kugelmittelpuncte 8o ist bekanntlich:

aT dZ d
(16.) =126 +28.66,+326, (vl (82) p. 226).
Substituirt man hier die Werthe (13.), (14.), (15.), so folgt:

1) =2 G,[(Q0 + F)G G, — FQ&* — FQ,GY],
Fo .

oder was dasselbe ist:
T p==
(18.) dE= 29]120,(@&' — FG,) (@,G, — FG),
=0

eine durch Einfachheit und Symmelrie ausgezeichnete Formel, in wwelcher

M, C,, und Q, @y, F die in (3.), (8.) und (11.) angegebenen Bedeutungen .
haben.

Fir den speciellen Fall, dass G und G, beide = 1 sind, erhilt
man aus (16.) und (18.):

a9)  UREMEZ) o 6,0— F) (- F)
=0

Und mittelst dieser letztern Formel ldsst sich nun leicht das Vor-
zeichen des Ausdrucks (19) ermitteln. Nach (11.) ist ndémlich:

1 — g7t .
Q—F=— P + o wobei g = 2p + 3;

oder was dasselbe:

_F=1—q_l+q+q 4+ 1dat e 4N
¢ l—f( 141410 F“+l+f+f +f"'")
Setzt man also fiir den Augenblick

x=14qg4+¢...+ ¢,
=1+ +f .+,

so wird®
—F=lzg(_x *+ ¢ + ¢
¢ =Ty Yoy f”“)
oder was dasselbe ist:
20. — F=1 =
(20) ¢ f o(p + f” + o)’
wo der Zihler 3 den Werth hat:

3=@ + e — (fF + fri)x.
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Substituirt man hier fiir ¢ und x ihre eigentlichen Bedeutungen, so

folgt:
=3 (@ + e — @+ roel,
d. i.:

@) 3= {ur@— ) + e — )

und hieraus erkennt man, weil ¢ > f ist, dass jener Zihler j stets
positiv sein wird. Somit folgt aus (20.), dass @ — F' ebenfalls positiv
ist. Und Gleiches gilt offenbar auch von @, — F. Gleiches gilt iber-
diess auch von I (3.) und von C, (8.). Demgemdss ergiebt sich aus

(19.), dass der Ausdruck +
d4(Z + 2H+2,)
(22.) T~ 4dE

unter allen Umstinden positiv ist.
Da iibrigens f, g, g, positive dchte Briiche sind, so folgt aus (11.),
dass F, Q, @, positiv sind. Gleiches gilt daher nach (13.), (14.), (15.)

auch von

L (-5 (- 5)

was in Einklang steht mit dem frither. erhaltenen Satz p. 219.
Bemerkung. — Die beiden aus (22.) und (23.) entspringenden
Formeln:

d(2H V4
IOHFZH2Z) _ oy

d2H — Z —
L-*d._E _Z';) = pos,
filhren sofort zu dem Resultat, dass
d(2H) a4z + Z,)
abs ——7 > abs

dE
ist. Hieraus folgt weiter:

dH\® _ (dz dzo)*
4(d_E 2\aet3g)
mithin & fortior::

; dH\:_ dZ dZz,

(24) %) 218 15

Und aus dieser letzten Formel (24.) ergiebt sich, dass der Ausdruck
aT 4z dH dZ, 3

(25-) ai=m6'2+2d—EGGo+ﬁGo,

bei festgehaltenem (iibrigens beliebig gegebenem) E, stets zum Ver-
schwinden gebracht werden kann durch passende Wahl von G und
‘G, Demgemiss ergiebt sich folgender Sata:
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Man kann das Verhiltniss V= Gﬁ der beiden constanten Geschwindig-
keiten G und G, slets in solcher Weise bestimmen, dass der Differential-
Quotient j—i. bei einer gegebenen Centraldistanz E verschwindef. Und

zwar erhilt man bei Lisung’ dicser Aufgabe stets zwei Werthe vom F.
Jeder von diesen Werthen ist positiv, sodass also jene 2um Verschsoinden

von Z—; erforderlichen Geschicindigkeiten G und G, unier allen Umstinden

von einerlet Richtung sein werden; was in Einklang steht mit dem
Satz p. 220.

§ 10.

Die Resultanten der auf die beiden Kugeln von der Fliussigkeit
ausgeiibten Druckkrifte.

Wir haben diese Resultanten X? und X? bereits frither (p. 195—200)

angegeben. Doch wird es angemessen sein, die damaligen Ergebnisse
von Neuem aufzunehmen, zunichst in iibersichtlicher Weise zusammen-
zustellen, und sodann weitere Bemerkungen daran anzukniipfen. Das
Hauptresultat der damaligen Untersuchung kinnen wir etwa so aus-
sprechen: . N

Es sei C das Centrum, und UCO der von Unten nach Oben laufende
vertikale Durchmesser einer fest aufgestellten Kugelfliche o, tom um-
endlich grossem Radius. Innerhalb dieser Fliche befinde sich eine
incompressible Fliissigkeit. Und im Innern dieser Fliissigkeit mogen sich
zwer Kugeln (etwa zwei Metallkugeln) ron den Radien R und R, be-
finden, deren Centra ¢ und c, lings jenes festen Durchmessers UCO nach
Belieben hingleiten konnen.

Auf dieses materielle System migen von Aussen her gegebeme Krifte
einwirken; und zicar seien die x-Componenten der die beiden Kugeln sol-
licitirenden dussern Krifte mit X und X, andererseits x
das Potential der die Fliissigkeit sollicitirenden dussern’ »
Krifte mit V= V(z, y, £) bezeichnet. Dabei mag als !
z-Azxe der vertikale Durchmesser UCO, und als yz- Ebene —e(@) .
die durch C gelegte Horizontal-Ebene angeschen terden. :

Alsdann ergeben sich fiir die Bewegung der Kugeln E
die Differentialgleichungen : A
T _x 4 X,
(N -
w, % = X, + Xs, R
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wo M und M, die Massen der beiden Kugeln, und y und g, die z-Co-
ordinaten ihrer Mittelpuncte ¢ und c, vorstellen. Dabei haben X und X,
die schon genannte Bedeutung; wihrend Xr wnd X? die z-Componenten
derjenigen Wirkungen vorstellen, welche auf die Kugeln ausgeiibt werden
durch den Druck der umgebenden Fliissigkeit.

Bezeichnet man den Central-Abstand (cc,) der beiden Kugeln mit E,
und denkt man sich dabei (zur Fixirung der Vorstellung) den Punct ¢ -
oberhald c, gelegen, mithin:

) E=t—1y, und r>g,
S0 haben die Componenten X* und X? folgende Werthe:

-85 () (4 (250 +048)

dz,(dE d(Z+2H4-2Z,) (dg )
X§=—Xﬁ+ﬁf(dz) —dE ) _2(204 +Hdt‘ J

t!

vgl. p. 200. Dabei bezeichnen Z, Z, und H bestimmte nur von E ab-
hdngende Functionen, nimlich Ausdriicke, die ausser von E selber nur
noch von den Radien R, R, der beiden Kugeln wund von der Dichtigkeit o
der incompressiblen Fliissigheit dependiren. Ueberdiess reprasentiren X/
und X! die dem Princip des Archimedes entsprechenden Krdfle, namlich
die x-Componenten derjenigen Wirkungen, welche die durch das Polential
V = V(x,y, 2) definirten dussern Krifte auf die Kugeln ausiiben wiirden,
falls die Materien der beiden Kugeln identisch wiren mit der gegebenen
Fliissigkeit.

Was jene von E abhingenden Functionen Z, Z, und H betrifft, so
tst 2u bemerken, dass die sechs Grossen:

(3)

Z, Zo; (_ H)
4) ( dZ) ( az,\ dH [vgl. p-219]
~ dE) T dE) dE
unter allen Umstinden positiv sind, und dass ferner der Ausdruck
aZ H
(5.) @rirts) [vgl. (22.) p. 231]

ebenfalls unter allen Umstinden positiv ist. Will man also 5. B. in der

Formel fir Xr (3.) die Vorzeichen der einzelnen Glieder anschawlich
machen, so hat man 2u schreiben:

dy, arg,
©) X=—xta(%E) +p(%) -, Ti ok,
und hinsusufiigen, dass a, B, y, & stets positiv sind.
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Wir haben somit, wie die Formel (6.) zeigt, bei

z
der auf die Kugel ¢ wirkenden Kraft X? im Gangzen
finf Theile zu unterscheiden. Der erste Theil ent- *
spricht dem Princip des Archimedes. Der zweste

dE\2 —<(¥Y)
Theil riihrt her von (d—lf) , und ist stets von solcher
E

Beschaffenheit, als wiirde die Kugel von der Neben-
kugel c, abgestossen (einerlei ob das %%' positiv oder T (&)
negativ ist). Der dritte Theil rihrt her von (‘?;
und ist ebenfalls von solcher Beschaffenheit, als Cc —yz

wiirde die Kugel von der Nebenkugel ¢, abgestossen.
t ]
Der vierte Theil rihrt her von %f,'und ist der Beschleunigung der

betrachteten Kugel stets entgegemgesetzt gerichtet. Der fiinfte Theil
endlich rihrt her von der Beschleunigung tfl 5+ der Nebenkugel, und ist

stets von solcher Beschaffenheit, als wiirde die Kugel durch jeme Be-
schleunigung der Nebenkugel in gleichem Sinne sollicitirt.

Man kann iibrigens 2. B. die erste der Formeln (3.) auch so schreiben:

(1) Xp=—X/— I::lz*?(dt) +2 ng]+[;§(d&) —2(Z+H) dz']

wo X eur Abkiireung gesetet st fiir (Z + 2H + Z,). Bei dieser Schresb-
weise treten vm Ausdrucke der auf die Kugel c einwirkenden Kraft X
der Hauptsache nach drei Glieder uns entgegen. Das erste entspricht
dem Princip des Archimedes. Das zweite riihrt lediglich her von der
relativen Bewegtmg der beiden Kugeln zu cinander; denn es ist nur mit

82 wnd 5T belaftet. Und das dritte Glied endlich riiht lediglich her

von der Bewegung der Nebenkugel c,; denn ‘es ist nur mit & — und
‘;f," behaftet. Dabei mag darauf aufmerksam gemacht sein, dass Jenes
sweite nur von der relativen Bewegung abhingende Glied eine gewisse
Analogie mit dem Weber'schen Grundgesetsz zeigt.

Fihrt man n#mlich statt der Function Z = Z(E) fiir den Angenbhck
eine andere Function 9 = % (E) ein, indem man setzt:

2= ()

8o geht jenes szweite Glied der Formel (7.) iiber in:

dy d*y @ E
2oy (&) +2 (%) 5
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d. i. in
9dv dy d’w
dE ar)
and dies wiirde der dynamische oder kinetische Theil des Weber'schen

Gesetzes sein, falls y = |/ E wire; was allerdings bei der gegenwirtigen
hydrodynamischen Untersuchung micht der Fall ist. Und demgemiss
habe ich vorhin auch nur von einer Analogse gesprochen, welche zwischen
jenem zweiten ‘Gliede der Formel (7.) und dem Weber'schen Gesetz
stattfindet. .

§ 11.

Anwendung auf den Fall, dass die beiden Kugeln weit
von einander entfernt sind.

Ebenso wie frither werde zur Abkiirzung gesetzt [vgl. p. 213]:

a=)zr, B=V3(1 =&,
(8. V _
4, —]/""Rﬂ B, =V3(1— g’

Es seien nun die beiden in Bewegung begriffenen Kugeln sehr teit
von einander entfernt, mithin ¢ und g, und f = qq, sehr kleine Grossen
[vgl (¢.) p. 205]). Betrachtet man diese kleinen Grbssen g und g, als
von gleicher Ordnung, und vernachléssigt man die sichenten Potenzen
derselben, so erhilt man aus den Formeln p. 214 fur Z, Z,, H die
Werthe:

z=a (14812 ) = 20 4 Bop)

9) z, _Ae(1+ Bl a)=A;;(1+B;/‘-’),
. wn J
H=—A4,BB, gtles  —— A44,BB,(Vf)’,

oder, falls man fir B, B, die Werthe (8.) substituirt:

Z= 41+ 37,
(10) Z,=  431+3p)

H=—44,30/7)° — 5 @@+ 2) V7).
Vernachlissigt man aber nicht die siebenten, sondern schon die fiinflen

Potenzen von ¢ und g,, so erhilt man:
(11) Z=4, Z,=4, H=— A4, -3(yf)"
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Bei dieser ersten Apniherung kann nun, nach (g.), (¥.) p. 205,
g=- ¢ =74, mithin g, = % gesetst werden. Alsdann ergiebt sich:
sVR'R}
T E
oder, falls man fir 4, A, ihre Werthe (8.) substituirt:
5
=
Substituirt man schliesslich diese Ausdriicke (13.) in (3.), so erhilt man:
_ 3Ry (dg\* |, B ar 1 d

X =—X +2”PR’[+7F° (75) + 5 — ?arf]'

. 8RS (dr\? R d'¢ 1 d*g,
X—— X+ 2ol |~ () + 5 W -+ 58]
Bei dem hier eingehaltenen Grade der Anndherung bestehen also die
auf die Kugeln ausgeiibten Druckkriifte X» und X? einerseits aus den

durch das Princip des Archimedes bedingten Theilen — X/ und — XJ,

und andererseits aus gewissen andern Theilen, die umgekehrt propor-
tional respective mit der vierten, dritten und nullten Potenz der Central-
distanz E sind.

(12.) Z=4% Z,— A, H=— A4,

(13) z=7R, Z,=T'R, H=—me

(14)




Weitere Untersuchungen iiber das Hamilton’sche Princip, in seiner
Anwendung auf die Probleme der Hydrodynamik.

§ 1.
Ueber gewisse in den Formeln des Hamilton’schen Princips auf-
tretende Differengen. Stellupg einer bestimmten hydrodynamischen
Aufgabe- gur niheren Untersuchung dieser Differensen.

Fir die virtuelle Arbeit 6 L = L,0a 4+ L,d8 4 ...., oder viel-
mehr fir die in diesem Augenblick vorhandenen Coefficienten L,, L,, ...
haben wir frither [p. 63], mittelst des Hamilton’schen Princips, die
Formeln erhalten:

o(r—20,—W) doT 0A 0B oA 0 ,
) L= L8 (G- S)e+ (G —5)r+-
ete. etc. ete.
Lange Zeit habe ich geglaubt, dass die hier auftretenden Differenzen

(%% — %%)» (g—‘; — g%), ete. etc. identisch = O seien, und solches zu
beweisen mich bemiiht; bis ich schliesslich zu einfachen Beispielen ge-
langt bin, aus denen das Gegentheil hervorgeht. Um niiher auf diese
Dinge einzugehen, stellen wir uns folgende Aufgabe:

Ein starrer Korper enthalte in seinem Innern einen mehrfach su-
sammenhdingenden und mit incompressibler Fliissigkeit erfiillten Hohl-
raum R. Die Beweglichkeit des Korpers ses eine villig freie oder auch
eine durch gegebene Bedingungen beschrinkte; sodass also die augenblick-
liche Position des Kirpers von irgend welchen Parametern «, §, ... ab-
hangt, deren Anzahl < 6 ist-

Auf dieses aus Korper und Fliissigheit bestehende materielle System
mogen von Aussen her gegebene Krifte eimwirken; insbesondere mag
das Potential der die Fliissigkeit sollicitirenden dussern Krifte mit
V= V(z, y, z) beseichnet sein. Ueberdiess sei der Anfangszustand des
starren Kirpers, und ebenso der der Fliissigkeit in belicbiger Weise ge-
geben, jedoch letsterer als ein wirbelfreier. Dieser twirbelfreie Anfangs-
sustand der Fliissigheit mag gegeben sein durch Angabe der denselben
charakterisirenden Constanten x, x', x”’, ... (p. 31).



238 Weitere Untersuchungen iiber das Hamilton’sche Prineip.

Unter so bewandten Umstinden soll die Bewegung des materiellen
Systems, und ferner auch der wihrend dieser Bewegung von der Fliissig-
keit auf die Winde des Hohlraums R ausgeiibte Druck miher untersucht
werden. In letzterer Beziehung wird namentlich die virtuelle Arbeit
(2.) O0L=1L0a+ Lop+----
zu berechnen sein, welche die Fliissigkeit vermoge ihres Druckes auf
den starren Korper ausiiben wiirde, falls man denselben aus seiner
augenblicklichen Position (e, 8, ...) in irgend welche willkithrlich ge-
wihlte Nachbarposition (« 4+ da,"§ 4 88, ...) tiberfilhren wollte. Und
bei Berechnung dieser Arbeit d L wird zu verfahren sein nach Vor-
schrift unserer allgemeinen Regeln § 16, p. 61—63.

§ 2
Behandlung der gestellten Aufgabe.

Fihrt man ausser dem absolut festen Axensystem (z, y, 8) noch ein
zweites Axensystem (€, 9, £) ein, welches mit dem gegebenen Kdrper
starr verbunden ist, und bezeichnet man fiir irgend ein Moleciil dieses
starren Korpers die Coordinaten in jenen beiderlei Systemen respective
mit z, y, 2 und §, 7, &, so finden die Relationen statt:

=a+ Uz + Uy + Az,

3) n=">54 B,z + B,y + Bs,

f=rc+ 6z + Gy + Gy,
deren Coefficienten a, b, ¢, A, B, € gegebene Functionen der Parameter
o, B, ... sind, wihrend die «, B, ... ihrerseits unbekannte Functionen
der Zeit sind. Dies vorangeschickt, haben wir nun zuvérderst das
Geschwindigkeitspotential der F'liissigkeit:
4) O =0+ 00 + Off - --- [vgl. p. 62]
in Betracht zu ziehen. Die zur Bestimmung von ®,, ¢,, ®,, ....
dienenden Bedingungen (B,.), (B,.), (B,.), .... [p. 39], gelten zunichst
nur fiir das absolut feste Axensystem (z, y, 2), lassen sich aber leicht
auf das mit dem Korper verbundene Axensystem (£, 5, {) tibertragen,
und lauten alsdann folgendermassen:

®, soll in den Querschnitten des Hohlraumes R mit den ge-
gebenen constanten Werthdifferenzen x, ', »”, ... . behaftet,
hiervon abgesehen aber im Raume R stetig sein,
(B, 1] 52 12

v) %‘?, a-a%‘l, %%" stetig, und %—gf’»-{— %—% +%%‘f =0,im Raume R,
A
| ON

== 0, an der Oberfliche von NR;
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N

ferner was ®, betrifft:
&, stetig im Raume R,
20, 20, 20,
(Br) ot’ on’ ot

%—%— = A, an der Oberfliche von R;

2 A
stetig, und aa;%‘ %—;’% + aa% =0,im Raume R,

U.s. w. U.s. w. Die letzte der Bedingungen (B,.) wird z. B. lauten:

% =B, die letzte der Bedingungzn (B,.): %%’- =T, u.s. w. Diese
Grossen A, B, T, ... sind fiir jedes Oberflichenelement des Hohlraumes
R bestimmte Functionen. der Parameter o, §, .... [vgl. (6.) p. 8],
withrend gleichzeitig N die der Fliissigkeit abgewendete Normale des
Oberflichenelementes repriisentirt. -

Wihrend also die Bedingungen (B,.) von den «, B, ... villig frei
sind, zeigen sich die weiter folgenden Bedingungen (B,.), (B,.), ....

durchweg mit den «, B, .... behaftct. Und demgemiss erhilt man
also fiir ®, einen von «, B, ... unabhingigen Werth:
() O, = &, (§, 1, ),

hingegen fiir ®,, ®,, .... Werthe, die ausser von §, 7, § auch noch
von den «, B, - ... abhdngen:

o, = O, (§, 06 ep,. .. -)7
¢2 = ¢:.'(gy 6 B,... ')y
etec. ete. ete.

Diese Formeln (5.), (b.a) konnen indessen leicht zu Missverstindnissen
und Fehlern hinleiten, sobald man auf dieselben die Regeln des schon
citirten § 16 p. 61 in Anwendung bringt. ‘Bei jenen Regeln sind nim-
lich als rechtwinklige Coordinaten stets solche vorausgesetzt, die sich
auf ein absolut festes Axensystem beziehen. Will man also jene Regeln
aof @, &, &, .... anwenden, so wird es unter Umstinden noth-
wendig sein, zuerst die £, 5, { mittelst der Relationen (3.) durch die
r, y, £ zu ersetzen. Alsdann aber erhdlt man z B. fir ®, (5.) einen
.Ausdruck:

(6) ®o=0(a+ Uz +Ly+ Az, b+ Ba+--, c+Cat..)
der mit den a, b, ¢, A, B, €, und folglich auch mit den «, B, ... be-
haftet ist [denn jene a, b, ¢, %, B, € sind ja gegebene Functionen der

o, B, ...). Will man also, im Sinne der genannten Regeln, z. B. die

Ableitungen 3%:, ba_d;o’ ... bilden, welche erforderlich- sind zur Berech-

(5. a)
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nung der 4, B, ... in (4.) p. 62], so hat man, wie aus (5.) und (6.)
folgt, zu schreiben:

20, 06,08 , 90, an , 00, 0L '
. Pa — 3t 3+ 7y 301 7t e
@) a¢.,_;33>_a_s+a¢“_a_,,+aﬂa_g
9p ~ O0E 0p " on 0p ' 9t op’
ete. ele. ete.

wo alsdann z. B. die Ableitungen von §, 3, { nach q, zufolge (3.), die
Werthe haben:

R - TER L PERAY
(8) O Rt Pyt G,
0 e 0, Tyt O

Diese Formeln (8.) lassen sich in bekannter Weise umgestalten. Nach
(3.) ist n@mlich:

z=WUE— o)+ B,(n —b) +E(— o),
(9) y=%E—a)+B;(n—b)+ &¢ -0,

£="UE — )+ By(n — ) + € (¢ — 0).
Substituirt ‘man aber diese Werthe (9.) in die erste der Gleichungen
(8.), so folgt

(IO') +(§—a) s‘.10)""('7 b2 13’+(§—¢)2¢;a,
die Snmmatlonen ausgedehnt @iber j =1, 2, 3. Nun ist bekanntlich:
(1L) - 2% =1, 2986 =0
ete. ete. ete. ete.
mithin:
oY, 5
2% =0, und @-_ _2%,_ =1,
08 : .
(12.a) 2%, 50 =0, Y a—;’= — 2@,ﬁ=$¢,
36 oY, 0%
26, 5./ =0, 28,5t =— 3 - =1,,

wo U, B,, W, als Abbreviaturen fiir die angegebenen Ausdriicke
dienen sollen. Substituirt man diese Werthe (12. a) in die Formel (10.),
und setzt man dabei zur weiteren Abkiirzung:
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0
a_z - b%n + cq;a = Uy,
(12.b) O W, 4o, =,

gc a8, + bl, = w,,

so erhidlt man:

3_}.;, = U, + 7B, — lﬂia, und in dhnlicher Weise:
(13.) ?,” ve + (U, — EBW,,
ot

7o = =W, + £B. — yll,;

wobel zu bemerken ist, dass alle deutschen Buchstaben u, v, w, U, B, B,

ebenso wie a, b, ¢, A, B, C gegebene Functionen der Parameter a, B, . . .
vorstellen.

Substituirt man schliesslich die Werthe (13.) in (7.) so erhilt man:
o0, 20, 20, 20,
(14'8') W=[ua 75— + 0, To + W, a_]
20, 20,
+ [ua (g H )+ %a(g

und in &hnlicher Weise:

oo, %, o, oo,
(14.b) 7 [uf, 0@5 +v,2 T+ s ag]

+[u‘,(§a_1;>_n?%)+ ..... ]

U. s. w. U.s w. Dabei reprisentiren z. B. U;, By, Wy, ug, v;, W, die-
jenigen Ausdriicke, in welche die durch die Formeln (12. a,b) definirten
Grossen U,, B, W., U4, V., W, sich verwandeln, sobald man in jenen
Formeln durchweg die Buchstaben « mit g vertauscht.

Denkt man sich die Functionen ®,, ®,, ®,, .... und die soeben
besprochenen Ableitungen von @, wirklich berechnet, so sind nun
weiter, nach Vorschrift des citirten § 16, p. 61, die daselbst mit 4,
B, C, ..., ©, O, bezeichneten Grossen zu bilden:

A= (1T, "“"'dgd dt,

B=o ([ a“’wga‘: at,
etc. etc.

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 16

o)+ (e — £y ;

(1)
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und ferner:

o 2 I [0 + G2 + () avans,

(16.)
0%, 00 0d, 00 00, 00

0= [ [ 52 Tt + 2 o+ p rt| dbdnde,
die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente d§dnd¢
des Hohlraumes R. Dabei sind, was die Formeln (16.) betrifft, ab-
sichtlich statt der z, y, 2z die Coordinaten §, 7, { eingefiihrt, was
mittelst der Relationen (3.) leicht zu bewerkstelligen war.

Die Function ®, kann in doppelter Weise dargestellt werden,
nimlich entweder als Function von & 7%, ¢ (5.), oder als Function von
Z, y, 2 (6.). In letzterer Weise dargestellt, ist sie, ausser von z, y, ¢,
auch noch abhingig von den a, b, ¢, ¥, B, €, d. i. von den «, B, ...
In ersterer Weise dargestellt, ist sie hingegen lediglich abhingig von den
£ n, & und unabhingig von den a, B, ... Denkt man sich also in dem
©, (16.) jenen ersteren Werth (5.) substituirt, und sodann iber alle
Volumelemente dfdnd¢ des mit dem "Axensystem (£, 7, {) starr ver-
bundenen Raumes R die Integration ausgefiihrt, so erhidlt man fir ©,
einen von e, B, ... unabhimgigen Werth. Somit ergiebt sich, dass ©,
einen constanten Werth besitzt:

(17) 6, = Const. = H,,

der lediglich abhéngen kann von der Gestalt und Grosse des Raumes
R, ferner von der Lage des mit R starr verbundenen Axensystems
(& m, £), und iberdiess noch von dem bei der Bestimmung von &, mit
in Betracht kommenden gegebenen Constanten x, », x” . [vgl die
Bedmgungen (B,) p. 238). — Andererseits aber ergeben mch fir die

©;; (16.) durch Substitution der ®;, ®; (5.a) Werthe, die wesentlich
von den a, B, ... abhingig sind; was angedeutet sein mag durch die
Formel:
(18) Qj" = Ou(e, B, ....)

Was endlich die 4, B, C, ... betrifft, so erhilt man aus (15.)

durch Substitution des Werthes (14.a):

(19) A=clu. [}, T7¢ aranattv. [, 55 dsanaetm. [ 52
+0[uaf‘[:/ﬂ (§ ”a'i 34’.,) dédndt +----- ]

Dieser Ausdruck lisst sich, mit Ricksicht auf die der Function ®,
auferlegten Bedingungen (B,) p. 238, noch bedeutend vereinfachen.

20,

dgdndt]
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Reprisentirt nidmlich F irgend eine Function zweiten Grades von §,
7, & mit constanten Coefficienten:

(e) F =a -+ (a,§ + ayn + a5f) + $(a, & + 24,569 --- 1),
und setzt man fest, dass

(8) ay + Gy + a5, =0

sein solle, so wird F der Gleichung Geniige leisten

o*'F o*'F oy
E' + 0'1’ + atx_"_'o

wiithrend gleichzeitig
O0F oF oF

» 98’ 9n’ Ot

iiberall stetig sind. Beachtet man nun iiberdiess jene der Function ®,
auferlegten Bedingungen (B,.), so ergiebt sich auf Grund eines friiheren
Satzes (§.) p. 42 sofort:

(*[0F o0, L 9F 30, | 0F 00, ,9
(7') f’./‘ﬁ [ﬁ _'dfo on dr) + 5 ot ot ]dﬁd df= [l I o do =
In der That ist némlich 0N"’

Oberfliche ¢ des Hohlraumes R iiberall = O, mithin das in (y.) auf
der rechten Seite stehende Oberflichenintegral ebenfalls = 0. Diese
Formel () nimmt nun, falls man fir F seinen Werth (&.) einsetzt;
die Gestalt an:

@) ﬂf [(a‘ +ayé+ayn+ “13§) 3¢‘,

+ @t k) +] dkdndt=0.

Diese Formel (d.) aber muss stattfinden fiir belicbige Werthe der a’s,
falls nur dieselben der Relation (B.) entsprechen. Demgemiss ergeben
sich aus (d.) die specielleren Formeln:

ST, Ge dkanag—o, (1. o deandg =0, ete.,

F

zufolge der Bedingungen (Bo.), an der

.[/' ( 300 N r(?itu (Igd))(lg = (), ete. ete.

und ferner die Formeln:
IR g2 °"d€dqd§='/]:/ AL ® grdnde — ST 34 axdndt,

Mittelst dieser Formeln (¢.), (£) reducirt sich ger figr 4 erhaltene
Ausdruck (19.) auf die einfachere Gestalt:

@0) =ze[u. [ 5 dvinat +8. [ L4 avanar4 ]

16*
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Setzt man also zur Abkiirzung:

20 (1% @a"} dtdndt = I/,
(21) 2o ([].8°5 AL > dgdndg = I,

o [ it =

wo alsdann /', L”, I’ |ebenso wie H, (17.)] vom Anfangszustande der
Fliissigkeit, nimlich von %, %, x”, . . . abhdngende Constanten sein werden,
so erhilt man:

(22. a) A=K 4+ 18, +1"B,,
und in #hnlicher Weise:
(22.b) B =N+ 1"B; + 1~ B,

u.s.w. u.s.w. Da &, A", k' Constante sind, so erhilt man aus
(22. a, b) sofort die erste Formel des folgenden Systems:

9A _ 3B _ ou, Bllﬁ) ,,(823‘, (0B, 0B
(23) B o« ’(dﬁ 5 )W \GF )"'” ( Wg)
74 ac ou, (%4 )
oy~ o« =W _31 Oa )+’ (*— - +h (_ f— 2
ete. ete. ete.

dessen iibrige Formeln sich in analoger Weise ergeben. Hiemit
_aber sind die in (1.) p. 237 als Coefficienten auftretenden Differenzen

(Z’; — ;:72), (aa‘;l gf) etc. ete. in eine fiir die wirkliche Berechnung
bequeme Gestalt versetzt. Und mittelst dieser Formeln (23.) lasst
sich z. B. auch leicht nachweisen, dass die genannten Differenzen im

Allgemeinen nicht = O sind; wie im folgenden § gezeigt werden -soll.

§ 3.
Fortsetzung. Uebergang zu einem specielleren Fall.

Der in dem sich bewegenden starren Korper vorhandene- Hohl-
raum R habe eine ringformige Gestalt, es sei nimlich die Begrenzungs-
fliche dieses Raumes R eine ringfirmige Rotationsfliiche von beliebigem
Querschnitt.  Alsdann ist R zweifach zusammenhiingend; sodass also
dis®zur Bestimmung des (wirbelfreien) Anfangszustandes der Flissig-
keit erforderlichen Constanten x, ', x”, ... in diesem Fall gich auf
nur cine, etwa auf x reduciren.

Nimmt man nun zur §-Axe die geometrische Axe des ringformigen
Raumes R, und liisst man die £%-Ebene durch irgend einen bestimmten
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Punct dieser Axe hindurchgehen; so kann die den Bedingungen (B,.) .
p- 238 entsprechende Function ®, sofort angegeben werden. Auf Grund
friherer Betrachtungen erhilt man nimlich in diesem Fall:

. (24) O, = ¢o(§7 7, C) = 2%, 1'}*)'

e Hier bezeichnet x die soeben genannte Constante, wihrend & das Azi-
muth der durch den Punct (£, 7, {) gehenden Meridianebene gegen die
£-Ebene vorstellt. Demgemiss ergiebt sich:

a¢ % q
o8~ 2m B4 g7
00, _ £
(25') d’l + zn g! + 1117
o,
bt 0, [vgl. (B.) p- 34].

Somit ergeben sich aus (21.) fiir die Constanten ¥, A", A" im gegen-
* wiirtigen Fall die Werthe:
/ e §tdEdndl
W=+ 1S e
(26.) =0,
Vo= e /'/ » n’c’lédridt

Der Raum R ist aber in Bezug auf die Meridianebene 7§ symmetrisch,
also nach (26.):

(26. a) K =0.

Substituirt man jetzt die Werthe (26.), (26. a) in (23.), so erhilt man:

B OB
04 0B _ o (0% _ _e)

(27) cp da cp ca
' 04 _ 9C _ . (399,, ?29_,_)
ey o " \oy T oa )

ete. ete. ete.

wo das A" den in (26.) angegebenen Werth hat, also eine nichtver-
schwindende Constante vorstellt.

Unsere Hauptabsicht bei diesen Untersuchungen bestand darim, zu
(;'; 3?), ao,f: aC) ele. etc. nicht noth-
wendig = 0 zu sein brauchen. Da nun die Constante A von O ver-
schieden ist, so bleibt nur noch iibrig zu zeigen, dass die in (27.) in
Parenthese stehenden Ausdriicke ebenfalls von O verschieden sein konnen.

zeigen, dass die Differenzen (

*) Vgl_.E(e.) p. 34. Das dort noch hinzugefiigte, nur von der Zeit abhiingende
Glied h(t) ist, der Bequemlichkeit willen, hier fortgelassen.

N
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Zu diesem Zweck wollen wir den hier betrachteten Fall einer
weiteren Specialisirung unterwerfen. Es sei nimlich der Anfangspunct
des Systems (§, %, §) fest, und identisch
mit dem des Systemes (z,y, z). Ueber-
diess sei die §{-Axe gezwungen in der
festen zy-Ebene zu bleiben, wihrend der
Korper selber um die §-Axe drehbar ist.
Wir bezeichnen den Drehungswinkel des.
Korpers um die §-Axe mit a, ferner den
augenblicklichen Neigungswinkel dieser
E-Axe gegen die feste x-Axe mit f§; wie
solches niher angegeben ist in der bei-
stehenden Figur, die gezeichnet zu denken
ist auf einer um den gemeinschaftlichen
Anfangspunct der Coordinatensysteme
(z, 9, 2) und (§ %, ¢) mit dem Radius Eins beschriebenen Kugelfliche.
Nach (3.) p. 238 sind %, A;, A; die Richtungscosinus der Axe £ gegen
die festen Axen z,y,2. U.s. w. Demgemiss ergeben sich die Formeln:

y

A, =cos(§,x)=cosP, B,=cos(n,z)=cosasinf, €,=-cos({,zr)= —sinasinf
(28.) Ay=cos(§,y)=—sinf, By=cos(n,y)==cosacosP, C,=cos({,y)=—sinacosf
A;=cos(§,2)=0, B,=cos(7,2)==sine, @€y=cos({,2)=cosa.

In der That konnen von diesen neun Formeln die acht ersten entweder
direct oder mit Hiilfe sich leicht darbietender sphiirischer Dreiecke aus
der beistehenden Figur abgelesen werden. Und die letste (fir €, gel-
tende) Formel ergiebt sich sofort, falls man nur beachtet, dass der
Winkel (g, z) identisch ist mit dem gegenseitigen Neigungswinkel der
beiden Ebenen £{7 und zy. Aus diesen Formeln (28.) erhilt man nun
durch Differentiation nach «, §:

.. 0B 0B
26 5 =41, 2(5—17‘3—]=0;
. 0E, ¢ .
(29.) A\!QIJ -371 =0, 2&; 'ﬁz = —slh«,
vy O ¥ .
2%‘;3—;=0, E%j-a?!=—cosa;
demgemiss ist nach (12.a):
U =+1, 1; =0,
(30.) B, =0, und ferner: | B; = — sin «,

B, =0, Wy = — cos a3
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und hieraus folgt sofort:

0B, oMW, ,
(31.) P " s — —sne
Somit folgt schliesslich aus (27.):
(32) aag — 0 W sine

womil in evidenter Weise dargethan ist, dass die Differenz (aa; — %g) im

vorliegenden Fall nicht =0 ist. Q. e. d.

§ 4.
Wiederaufnahme der allgemeinen Untersuchung; wobei allerdings,
der Einfachheit willen, von Neuem eine gewisse Specialisirung
vorgenommen werden wird.

Wir kehren zuriick zu der auf p. 237 genannten allgemeinen Auf-
gabe. Doch wollen wir bei Behandlung derselben folgende specielleren
Annahmen eintreten lassen: )

Erstens: der gegebene Korper sei drehbar um einen festen Punct o.
Und dieser Punct 0 mag als Anfangspunct dienen sowohl fiir das ab-
solut feste Axensystem (x, y, z), wie auch fiir das mit dem Kérper
verbundene Axensystem (&, n, {). Die augenblickliche Position des
Korpers wird alsdann im Ganzen nur von dre: Parametern abhingen,
etwa von drei Winkeln «, 8, y. )

Zweitens: Die Massenvertheilung des gegebenen starren Korpers sei
symmetrisch in Bezug auf jede der drei Coordinatenebenen 7€, (& und
En. Gleiches gilt alsdann selbstverstindlich auch von der Oberfliche
des Korpers, und ebenso von der Begrenzungsfliche seines innern Hohl-
raumes*). Auch folgt aus der genannten Symmetrie, dass die Axen §,
n, ¢ die Hauptaxen des Korpers, und ihr Anfangspunct o der Schwer-
punct des Korpers sein werden.

Drittens: Von Aussen her migen keinerlei Krdfte einwirken,
weder auf den Korper selber, noch auch auf die in seinem Imnern ent-
haltene incompressible F'liissigkeit.

Das betrachtete materielle System besteht aus zwei Theilen, niim-
lich aus dem starren Korper &, und der innerhalb ® vorhandenen in-
compressiblen Fliissigkeit. Und wir konnen, falls es uns beliebt, die
allgemeinen Bewegungs-Gleichungen fiir jeden dieser beiden Theile
eingeln aufstellen. Da idussere Krifte auf das System nicht einwirken
sollen, mithin alle auf ® influirenden Krifte dargestellt sind durch

_') Dieser Hohlraum soll nach wie vor ein mehrfach zusammenhiingender sein.
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den Druck der Fliissigkeit, so erhalten wir [nach den seit Hamilton

und Jacobi bekannten allgemeinen Sitzen|] fiir die Bewegung des Korpers
® die Formel:

(33.) ](as; + 8L)dt =0,

wo & die lebendige Kraft des Korpers & vorstellt, wihrend &L die
virtuelle Arbeit der auf denselben von der Fliissigkeit ausgeiibten
Druckkrifte bezeichnet.

Andererseits ergiebt sich fiir die Bewegung der Fliissigkeit [zu-
folge der von uns entwickelten Sitze p. 61—63] die complicirtere

Formel:
4

(34) . f(of-— OL)dt =0, [vgl (8.) p. 63),

t

wo 0L dieselbe Bedeutung hat wie in (33 ), wiahrend f den Ausdruck
vorstellt:

(35, [=T— 20, - [4d +Bﬁ+(‘7], [vgl. (9) p. 63].
Und hier bezeichnet z. B. das T die lebendige Kraft der Flﬁssngkelt
mithin ist:

(36.) T=0,+4[06,a%+206,,a'f +--- + 6447%], [vgl(6.) p.62].
Durch Addition von (33.), (34.) folgt sofort:

(31.) }(af+ 0F) dt =0,

eine Formel, welche das eigentliche Fundament unserer weiteren Unter-
suchung bilden wird. Um diese Formel (37.) aber wirklich brauchen su
konnen, miissen zundgchst die in f (35.) und in T (36.) enthaltenen Grissen
A, B, C, ©,, ©;, threm analytischen Ausdruck nach, ndher untersucht
werden.

Die friiheren Formeln (3.) nehmen offenbar im gegenwirtigen
Fall, wo der Korper nur um den festen Punct o drehbar ist, die ein-
fachere Gestalt an:

§=911x+?lsy+9[32, =kt 4+ B,n+ 6,
(38) n=%B,z+4 B,y+ B,z y =Wt 4 Byn + G,
§=(§1$+@,y+(§32, 2=2[3§+%3"l+@3§,

wo die U, B, € gegebene Functionen von «, B, y sind. Gleichzeitig
mag, ebenso wie damals [vgl. (12.a)], gesetzt werden:
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. 0B, _ 09,
:(‘Sj _""! = uur :@j ’53_, = ur’» \61 37 = uy:
(39.) \‘2(, aa =B, ete. ete. otc. etc.
Y —
58,5 _m,.

Bezeichnet man nun mit Euler die sogenannten Drehungen des starren
Korpers um seine Hauptaxen & 7, { respective mit p, g, 7, so ist z. B. -
r=27

,dt,dl

= (36, 58)< + (36 ) + (30 2)s
also mit Ricksicht auf (39.):

p=WU.« + 0,6 + U,, und ebenso:
(40.) g=B.c + B, + B,
r==™aa' + Wy + W,y

Ferner erhalten wir fiir die in (34.), (.35) enthaltenen Grossen 6, A,
A, C die Werthe:

° @41) . @, = Const. = H,,  [vgl. (17 p. 242),
A=K+ KB+ KB, [vgl (22.8,b) p.244],
(42) B=KW,+ k'8, + k"B,

=i, 413y, + 1%,
woraus mit Riicksicht auf (40.) sich ergiebt:

(43) Ad +Bf +Cy =hp+ h"q+ K"r.
" Dabei bezeichnen H, und ¥, k", k"’ gewisse Constanten, die theils von
der Form des starren Korpers, oder vielmehr von der Form seines
innern Hohlraumes, theils von dem Anfangszustande der Flissigkeit
(ndmlich von x, x, x”, ...) abhingen.

Es bleibt noch iibrig, die Werthe der in (36.) vorhandenen Coef-

ficienten ©,,, ©,,, ... zu berechnen. Wir beginnen mit ©,;, welches
definirt ist durch die Formel:

v [20,00, , 90,00, , 90,20,
(44.) 9“=-;-'[:/!/m [-(,)—; o o 2y 9y +5 ——:Ida:dyd.e, [vgl.(5.)p.62],

die Integration ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente dxdydz
des Hohlraumes R. Dabei sind unter &, und ®, gewisse von §, 9, &,
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«, B, y abhiingende Functionen zu verstehen [vgl. (5.a) p. 239]). Dem-
gemiss erhilt man mit Riicksicht auf (38.):

oo, 0d 09, od od, 09 0o 29,
Pz ‘“3?12[1+W%1+"3?16u ’a?‘="a‘§a1+"a7’$l+a_£'gl

x
a0, 29, _
—ay— = etc. ete. 7!/— ete. ete.
mithin:
00, 00, o, 00, o0, & 00, 00, °o, 00, o9, o,

Fr oz Ty oy T ar 9z 08 98t oy on + 3¢ ot

sodass also die Formel (44.) auch so geschrieben werden kann:

e 2 3@,30._. 00, 00, oo, 0.
0u =1 S11a ['zz 28 T o T ot 7;-] dfdnat.

Die Function ®, war aber definirt durch die Bedingungen:
! &, stetig im Raume R,
ad, 00, 00, . %0 ', 2’ .
(Bl) 75—, "Z,‘Tl, —a-g— stetzg--imd —ag,—l + -afn", + -a‘—t,!=0, m Raumem,
9% — A, an der Oberfliche von R; [vgl. (B,) p. 239].
Um die Bedeutung des hier auftretenden A anzugeben, hat man irgend
ein Flichenelement do der den Hohlraum begrenzenden Fliche o, oder o
(was dasselbe) irgend ein in do gelegenes Moleciil u des starren Korpers
zu markiren, und die Coordinaten dieses Elementes do oder Moleciils
@ in Bezug auf das absolut festc Axensystem mit (z, y, 2) zu bezeichnen.
Alsdann ist:

(¢) A= %Z—: cos(N,z) + g‘% cos(N,y) + gi cos(N,2), [vgl (5.) p. 7*)].

Bezeichnet man die Coordinaten dieses selben Elementes de¢ oder

Moleciils ¢ in Bezug auf das in Bewegung begriffene Hauptaxensystem -
des Korpers mit & 7, §, so sind & %, & Constante; und gleichzeitig ist

alsdann nach (38.):

6.) -’"=ﬂ15+35m+@1§,
ete. ete.
Hieraus aber folgt, weil &, 7, { Constante sind, sofort:
~ er o, 2%, 26,
() da= da £+ 2 + Er £,
ete. etc.

*) Die hier mit x, y, z bezeichneten Coordinaten sind damals &, %, { ge-
nannt worden.
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Ueberdiess ist, was die der Fliissigkeit abgewendete Normale N des
Elementes do betrifft:

cos (N, ) = cos (, £) cos (N, §) + cos (z, 5) cos (N, 77) 4 ete.,
also mit Riicksicht auf (8.):
(8.) cos (N,z) = ¥, cos (N, £) 4+ B, cos (N, ) + €, cos (N, ),
etc. etc.
Multiplicirt man aber die beiden Formelsysteme (3.), (0.) miteinander,

und addirt, so erhdlt man mit Riicksicht auf (a.):
vy OU; o 0B o OC
(¢) A=[(.: ¥ 3—;) £+ (3911 d—‘,l) N+ (2% 'a'a‘j) C] cos (N, )
+ ete. ete. ete.
Die erste der hier auftretenden Summen ist offenbar = 0 [vgl. (11.)

p- 240]; wihrend die beiden andern die in (39.) angegebenen Bezeich-
nungen erhalten haben. Somit folgt:

®) A=1[0— Byq + Bl cos (N, §
+ ete. ete.,
oder ausfithrlicher geschrieben:
€n) A=(Bat—Ban)cos(N§)+(BWaE—Uat)cos(N,7)+(Uan-—BaE)cos(N,).

Ordnet man aber diesen Ausdruck nach U., B,, W,, so nimmt die
letzte der Bedingungen (B,.) folgende Gestalt an:

(®) 2% =Wa[ncos(N, &) —Leos (N, 7)] + Be[£cos (N, ) —Ecos(N, §)]

+ B, [E cos (N, n) — ncos (N, i)].
Aus (B,.) und (8.) folgt sofort, dass die gesuchte Function ®,
in folgender Weise dargestellt werden kann:
(45.) o, =09 + B,0" + B d”,
wo alsdann z. B. ¢ eine Function von &, 7, ¢ vorstellt, welche den
Bedingungen zu entsprechen hat:
&’ stetig im Raume R,

o 209 9o’ . e o'’ e .
46) ) 387 797 7 stetig, und W-'__B-r}’“'—ﬁ =0, im Raume R,
oY

7N ™ n cos (N, §) — § cos (N, 1), an der Oberfliche von R.

Beachtet man nun, dass der Raum R in Bezug auf jede der Ebenen
n&, L&, En symmetrisch ist, ferner, dass die rechte Seite der lefsten
Formel in (46.) bei einer Vertauschung von § mit — § ungeindert

-
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bleibt, hingegen bei einer Vertauschung von % mit — % oder von {
mit — § ihr Vorzeichen wechselt, so ergiebt sich sofort, dass die durch
diese Formeln (46.) definirte Function & in Bezug auf § gerade, hin-
gegen in Bezug auf 7 und ebenso in Bezug auf { ungerade sein muss;
was angedeutet sein mag durch die erste Formel des folgenden Systems:

= (g) ;) Lé)a
(47) *" = 0" (¢, n, §),
o =0 & 7,9,

Die hier gleichzeitig fiir ®” und "’ gemachten Angaben resultiren offenbar

in analoger Weise. Diese Formeln (47.) geben sofort auch Auskunft
iiber das Verhalten der Ableitungen von @’ ®”, ®”. So wird z B.

e%" mit dem Symbol (5, ;1/, ‘f),

. ‘2;;— mit dem Symbol (£, 3, Z),
zu bezeichnen sein. 8 U. s. w.
Bringt man nun, ihnlich wie frither, fir den Ausdruck
oF 0G oF 0G oF G . . 5
(48.) 9E OF + T o + 5 ¢ ot die Abbreviatur [F, G)
in Anwendung, so folgt aus (44.):

(49.) 0, = 'g‘ _/:/:/;l [@,, D]dEdydL.

Substituirt man aber hier fir ®, den Werth (45.):
o, = U, 9" 4 B, 0" + W, 0",

und fiir ®; den analogen Werth: -
o, = U0 + B,0" 4 W,; 9",

(47. a)

so erhdlt man:

(50.)=_Q_ u“uﬂff‘/;i[d)')q)’]dgd'ﬂdc+%r:%l~;jf‘/‘*[(b"’(b"]dsdndg_'__,
T | b (BB, + 8,B.) [fS, 107, 07 dkdndE + ----

Die drei Integrale erster Zeile (noch multiplicirt mit -;—), mogen H,

H”, H" genannt werden; zugleich mag beachtet werden, dass die drei
Integrale zweiter Zeile, zufolge (47.), (47. a), simmtlich = O sind:

2 [ff, |&,&dEdndt =H, uwnd [[f, [¢",0")dEdndt=0,
©61) & [[f, [o",0")dEdqdt =H", L[y 107, |dEdndt =0,
s SSSQ07 0 Yagdndg=H",  [[[, [®,0"|dEdndf =0.
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Nun ist @ eine Function von §, 7, ¢, welche den Bedingungen (46.)
zu entsprechen hat, und durch diese Bedingungen vollig bestimmt ist,
abgesehen von einem von §, %, § unabhingigen additiven Gliede. Hier-
aus folgt, dass die Beschaffenheit der Function @', abgesehen von
diesem additiven Gliede, villig bestimmt ist durch die Gestalt des gegebenen
Raumes R. Und Gleiches gilt daher, nach (51.), z. B. auch von H'.
Auch ist dieses H’ [vgl. (48.)] nothwendig positiv. Jeme durch (51.)
eingefiihrten Grissen H', H”, H" reprisentiren also drei positive Con-
stanten, deren Werthe villig bestimmt sind dwrch die Beschaffenheit des
gegebenen Raumes R.
Die Formel (50.) erhilt, mittelst (51.), die einfachere Gestalt:
0,, = H'UU; + H"B,.B; + H” W, W,
Analoge Formeln, und zwar mit denselben Constanten” H', H”, H"”
ergeben sich fiir alle iibrigen ©;; sodass man also folgendes System
von Formeln erhilt:
0, =HU, 4+ H'8.: + H"B.}
0, = H'U. U, + H'B.B; + H" B, By,
etc. ete. etc.

Denkt man sich aber diese Werthe fiir simmtliche Grossen ©,,, ©,,,
Oy, Og3, O;,, O,, hingeschrieben, diese Formeln sodann respective mit
% B2y 28y, 29 ¢, 24’ multiplicirt und addirt, so ergiebt sich
mit Riicksicht auf (40.): ‘
(83) [0, + 20,«f + -] — H'p* + H'¢ + H"'r*

(52.)

Ferner ist nach (41.) und (43.): . .

(54) ’ 6, = H,,

und:

(65.) Ad + B +CyY =Kp+k'qg+ K'r.

Substituirt man aber diese Werthe (53.), (54.), (55.) in (36:) und (35.),
so folgt: .

(56.) T=+ H,+ (H'p*+ H"¢* + H"r’),

61) f=—H,+Hp +H'¢+ H"")— Wp+ g+ HKr).
Ueberdiess ergibt sich [nach elementaren Formeln der Mechanik] fiir
die lebendige Kraft T des starren Kirpers der Ausdruck:

(58.) i —_ K'I's + ang +_K"'T2,
wo K', K”, K" positive Constanten sind, die lediglich abhiéingen von
der Gestalt und Dichtigkeit des starren Korpers. Aus (57.) und (58.) folgt:

(59) f+T=—Hy+ CPF+C'¢+C"r)—Fp+Kqg+i"n,
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

(60.) Cl — HI + KI, CII J— HII + KI" Cl” p— HIII + K"’.
Unsere Fundamentalformel (3T.) gewinnt somit durch Substitution des
Werthes (59.) die Gestalt:

(61.) f S[(Cp +C'¢+ C"r) — Wp+ W g+ K'r)]-dt =o.

Nun ergeben sich aber, falls F = F(p, q, r) eine beliebig gegebene
Function von p, ¢, r vorstellt, aus der Formel

4
() .’ 0F(p,q,7)-dt=0
‘0
im Ganzen drei Differentialgleichungen, die man nach Belieben entweder

in der Form:
d 0F _OF oF

€ atop "o Lor
etc. ete. ete.,
oder in der Form:
d oF oF oF
etc. etc. ete.

darstellen kann, wo z. B. %,, 8,, €, die Richtungscosinus der absolut
festen x-Axe gegen die drei Hauptaxen E, 7, ¢ des Kdrpess vorstellen.
In der That bildet der Uebergang von (a.) zu (f.) und (y.) nur einen
speciellen Fall derjenigen allgemeinern Transformation, welche Kirchhoff
in sehr eleganter Weise ausgefiihrt hat. Vgl. Kirchhoff's Vorlesungen
iber Math. Physik, 1876, daselbst namentlich die Formeln (13.) und (15.)
auf p. 61. Dabei sei bemerkt, dass man, um von jenen Kirchhoff"schen
Formeln zu den gegenwiirtigen zu gelangen, die dortigen Grdssen a, f,
¥, %, v, w gleich Null zu machen, dberdiess aber die Bezeichnungen:

z, 9, 2 En,8 o,a,a,....
respective mit

E} "} c) x, !l; zy al’ %l’ @|’....

zu vertauschen hat.

Mit Ricksicht auf diese Angaben (&), (8.), (7.) gelangt man nun
von der Fundamentalformel (61.) aus zu drei. Differentialgleichungen,
die man nach Belieben entweder in der Gestalt:

20" % = 2(C" — C"qr — (W'r — K"g),
? d nr ’ 4 ’
(62.) 20" L =2(C" — C)yrp — (K'p—¥r),

20" 3, =2(C° —C)pg — Uiy —W'p),
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oder aber in der Gestalt:
¥,(2Cp—K)+B,(2C"q —1") 4 €,(2C"'r — k") = (Const.),,
(63) A, (2Cp—N)+ B, (2C"q—h")+C,(2C"r — 1) =‘Const.), ,
U (2C°p—HK) + B,(2C"q — K") + €, (2C""r — k") = (Comst.),

darstellen kann, wo unter den (Comst.); drei durch den Anfangszustand
des Systems sich bestimmende Integrationsconstanten zu verstehen sind.
Will man diese Formeln richtig beurtheilen, so hat man vor allen
Dingen zu beachten, dass die Constanten C’, C”, C"” (60.), ebenso wie
die fritheren H', H”, H", K', K", K", lediglich abhiingen von der Gestalt
und Dichtigkeit des starren Korpers, sowie von der Dichtigkeit der Fliissig-
keit; wihrend andererseits die mit den kleinen Buchstaben /', 1", k' be-
zeichneten Constanten ausserdem moch abhiingiy sind von dem jedes-
maligen Anfangszustand der Fliissigkeit, vgl. p. 244. Auch ist bei
(63.) daran zu erinnern, dass z. B. ¥,, B,, €, die augenblicklichen
Richtungs-Cosinus der Korperaxe ¢ gegen die drei festen Axen z, y, 2
vorstellen, und dass ¥,, B,, €, und ¥;, B;, €, analoge Bedeutungen
haben fiir die Kérperaxen % und ¢§.

- Denkt man sich Kérper und Fliissigkeit zuvorderst in Ruhe, mit-
hin die der Flassigkeit entsprechenden Constanten x, x, x”, ... gleich
Null, sodann aber den Korper von Aussen her durch irgend welche
Stosse, oder (besser gesagt) durch irgend welche continuirlich an-
hebende, mehr und mehr wachsende, aber in einem bestimmten Zeit-
augenblick #, wieder erloschende Kriifte in Bewegung versetzt, so er-
halten wir auf diese Weise fiir den Augenblick ¢, einen Anfangsesustand,
bei welchem jene Constanten x, ', x”, ... ebenfalls noch Null sind.
Demgeméss werden in diesem Fall die Constanten x, «', x”, ..., und
die von denselben abhingenden Constanten &', A", A"’ bei der weiter
folgenden Bewegung des Systems fortdauernd Null bleiben. Wir sehen
somit, dass in diesem Fall die Differentialgleichungen (62.), (63.) véllig
ibereinstimmen mit denen, die fiir einen massiven starren Korper (ohne
innere Fliissigkeit) sich’ ergeben. Auch ist zu bemerken, dass diese
Uebereinstimmung z. B. stets stattfindet, wenn der die Flissigkeit ent-
baltende Hohlraum ein einfach zusammenhingender sein sollte; denn
- alsdann sind die %, &', x”, ..., folglich auch die %', A", k" upter allen
. Umstinden Null.

Denkt man sich hingegen diesen Raum als einen mehrfach zu-
sammenhingenden, und, wihrend der Korper noch in Ruhe erhalten
wird, zuvorderst die Fliissigkeit in eine ausserordentlich rapide Bewegung
versetzt, so werden jene Constanten x, x', »”, ... (respective einige
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derselben) enorm grosse Werthe annehmen. Wird nun jetzt der Korper
von Aussen her durch continuirlich anhebende, und im Augenblick ¢,
wieder erJoschende Kriifte in Bewegung versetzt, so ergiebt sich fiir
diesen AUgenblick {, ein Anfangszustand, bei welchem die Constanten
%, ®, ¥, ... nach wie vor jene enorm grossen Werthe, mithin die
von ihnen abhiéingenden Constanten A, h”, 1’ ebenfalls enorme Werthe
haben. Fiir die weiter folgende Bewegung des Systems erhalten wir
somit in diesem Fall Differentialgleichungen, in denen die ', k", A",
in Folge ihrer enormen Grosse, gegen die iibrigen Glieder der Glei-
chungen iiberwiegen, sodass also z. B. die Gleichungen (63.) nahezu
iibergehen in:

— (U, 1 + B,k + G 1) = (Const.),, *

(64.) — (Wl + Bh" + C,0") = (Const.),,

— (k" + B + G b)) = (Const.)g; .
woraus folgt, dass in diesem Fall die Hauptaxen §, %, { des Korpers
naheow in Ruhe bleiben, also wnur in eim leichtes Schwanken gerathen.
Sind jene Constanten x, %, x”, ... enorm gross, oder besser unendlich
gross, so wird dieses Schwanken oder Zittern der Hauptaxen um 80
heftiger sein, je grosser die dem Korper zuertheilten Anfangsgeschwindig-
keiten gewesen sind.

Erginzung. — In welcher Weise die %', 4”, A’ von den x’s abhiingen,

ergiebt sich leicht. 8o z. B. sind in dem friher betrachteten Beispiel,

wo nur ein x existirte, die A’, A, A’ mit diesen x proportional; vgl.
(26.) p. 246. Und sind andererseits mehrere »’s vorhanden: x, ', »”, ...,

80 wird jedes h die Form besitzen:

(e.) h=uxc+xc 4+ xc¢" +..

wo ¢, ¢, ¢’, ... Constanten sind, die lediglich abhnngen von der Gestalt
des inneren Hohlraums R. Dies ergiebt sich leicht aus den Formeln
(21.) p. 244, falls man dabei nur die Art und WWeise, in weloher &, su
bestimmen ist, beriicksichtigt. Denn die Function ¢, hat den Be-
dingungen (B,.) p. 238 zu entsprechen. Diesen Bedingungen wird aber
geniigt, wenn man

B Oy =g, + %@y + 2"y + ...

setzt, und dabei z. B. unter ¢, diejenige specielle Function ®, versteht,
fir welche x = 1 und die iibrigen x’s = 0 sind; ebenso unter ¢, die-
jenige specielle Function &,, fiir welche »’ = 1, die iibrigen x's aber
= 0 sind; u. 5. w. Die in solcher Weise definirten Functionen g,, ¢},
@5, . .. sind alsdann von den x's unabhiingig, also Functionen von §,
7, £, welche nur noch abhiingen von der geometrischen Gestalt des ge-
gebenen Hohlraums. Substituirt man aber fiir ®, den Ausdruck (8.) in
die Formeln (21.) p. 244, so findet man sofort, dass die Constanten &,
I, B jene in («.) angegebene Gestalt besitzen miissen.



Resultate der Untersuchung. 251

Die Hauptresultate des gegenwiirtigen § lassen sich leicht verall-
gemeinern, und lauten alsdann folgendermassen:

Befindet sich innerhalb eines starren Korpers ein einfach zusammen-
hiingender und mit incompressibler Fliissigkeit erfiillter Hohlraum, so wird
der Korper unter dem Einfluss gegebener dusserer Krifte nach genaw
denselben Gesetzen sich bewegen, welche fiir einen gewiohnlichen massiven
Korper (ohne innere Fliissigheit) gelten. Hingegen werden jene Gesetze
wesentlich andere sen, wenn der mit Flissigkeit erfiillte Hohlyraum ein
mehrfach susammenhiingender, und die Fliissigkeit zu Anfang im Innern
dieses Hollraums in rapide Bewegung versetzt ist. — Dass die in Rede
stehenden Gesetze in dem hier genannten Fall irgend welche Abiinde-
rungen, und bei vehementer Bewegung der Fliissigkeit sehr bedeutende
Abiinderungen erfahren miissen, hitte man ibrigens, mit Riicksicht
auf das Phiénomen des Fessel'schen Rotationsapparates und #hnliche
Phénomene, a priori voraussehen konnen. Diese Abinderungen aber
wiirden, falls man das Hamilton’sche Princip nicht in der von mir ge-
gebenen neuen Form [(B.) p. 5], sondern in seiner gewihnlichen Gestalt
[(2) p. 2] in Anwendung bringen wollte, fehlerhafter Weise vollig in
Wegfall kommen. Und man ersieht daher aus den gegenwiirtigen Be-
trachtungen, wie wichtig die Ersetzung jener gewohnlichen Form durch
die neue unter Umstiinden sein kann.

§ 5.
Befliufige Bemerkung iiber die den Schwerpunct und die Flichen-
geschwindigkeit betreffenden allgemeinen Principien der Mechanik.

Den von Dirichlet, Clebsch, Thomson, Kirchhoff, Boltzmann, etc.
behandelten hydrodynamischen Problemen ist durch die vorhergehenden
Paragraphe eine neue Gattung von Problemen gegeniibergestellt. Man
kdnnte die von jenen Autoren behandelten Probleme, bei denen die
Flissigkeit ausserhalb des starren Korpers sich befindet, und nach allen
Seiten ins Unendliche reicht, etwa kurzweg als dussere Probleme, und
ebenso die hier von mir erwihnten Probleme, bei denen die Fliissig-
keit imnerhald des starren Korpers, nidmlich innerhalb eines in dem
Kérper vorhandenen Hohlraumes sich befindet, als ¢nnere Probleme
bezeichnen.

Dass wir bei einem solchen inneren Probleme ein materielles
System vor uns haben, auf welches die in der Ueberschrift dieses §
genannten Principien anwendbar sind, unterliegt keinem Zweifel; —

vorausgesetzt, dass der betrachtete (in seinem Innern die Flissigkeit
Neumsann, Hydrodynamische Untersuchungen. 17
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enthaltende) starre Korper im leeren Raume sich befindet. Gleiches
gilt aber auch bei den dusseren Problemen, wie sich leicht zeigen lasst.

Bezeichnet man némlich im Fall eines solchen dusseren Problemes
alle {iberhaupt in Betracht kommenden, theils dem starren Korper,
theils der Fliissigkeit angehorenden Moleciile mit m,, m,, m,, ..., und
nimmt man, der Einfachheit willen, an, dass auf dieses System keine
iusseren Krifte einwirken, so erhilt man fir die Coordinaten z,, z,,
Zy, ... der Moleciille m,, m,, mg, ... die Differentialgleichungen:

m B0 X X4 X

d*z, . )
1) m,dji=x;+o+xg+xg+....

da* .
m =X+ X140+ X5 +....
etc. ete. ete.

wo unter X die z-Componente derjenigen Kraft zu verstehen ist,
welche das Moleciil m, auf m; ausiibt. Addirt man aber all’ diese

Differentialgleichungen, so folgt:

dl
Denn fiir je zwei im Endlichen liegenden Moleciile m;, und m; ist offen-
bar X! + X} = 0; wiihrend gleichzeitig die Krifte X} respective X{
fir die wnendlich fernen, also fortdauernd in Ruhe bleibenden Molectle
als Null betrachtet werden diirfen. Aus (2.) folgt sofort:

5 dzx
@3) =m z; = Const.

wo die Summation beschrinkt werden darf auf diejenigen Moleciile m,
fir welche das %—f nicht verschwindet, d. i. auf die in Bewegung be-

griffenen Moleciile. Mit (3.) analoge Formeln ergeben sich fir die
y- und 2-Coordinaten; sodass man also, auf Grund dieser Formeln, zu
folgendem Satz gelangt:

Ist ein starrer Kirper in Bewegung begriffen im Innern einer nach
allen Seiten ins Unendliche reichenden wund im Unendlichen rwuhenden
Fliissigkeit, und setet man voraus, dass auf dieses System keinerlei dussert
Krifte einmwirken, so wird der Schwerpunct aller in Bewegung be-
griffenen (theils zum Korper, theils zur Fliissigheit gehirigen) Molecile
in geradliniger Bahn mit constanter Geschwindigkeit fortschreiten.
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Und in dhnlicher Weise wird man offenbar finden, dass fiir das hier
betrachtete materielle Systéem auch die sogenannten Flichensdtze Giltigkeit
haben. Nur hat man dabei wiederum nicht von simmtlichen Moleciilen
des gegebenen Systems, sondern von den in Bewegung begriffenen Mole-
ciilen desselben zu sprechen™).

Das Wesentliche der gegenwiirtigen Betrachtung besteht nimlich

. darin, dass man z. B. die Formel (3.) nicht nach der Zeit integriren
darf. Depnn sonst wiirde man auf der linken Seite den Ausdruck

>mz,

d. i. eine vollig unbestimmte Grosse erhalten.

§ 6.
Die Uebereinstimmung der aus dem Hamilton’schen Prinecip
abgeleiteten Formeln mit den Anforderungen des Princips der
lebendigen Kraft.

Man kann den Ausdruck (9.) p. 63:

(1) f=T—W—20,— (A’ + Bf +---)
in drei Theile zerreissen:
(2) f=ht+hH+"h

welche in Bezug auf die o, §,... homogene Functionen sind respective

von der O%", 1'** und 2" Ordnung. Alsdann ist offenbar:
fo=—W-—28,,

()  fim— A+ B+,

) fo =T —©,, mithin z. B.: f, —fy =T+ W.

Dies vorangeschickt, bilden wir nun die ¢n Wirklichkeit von der Flissig-

keit auf die anliegenden Membranen ausgeiibte Arbeit dL, (nicht die

virtuelle Arbeit 0L). Diese wirkliche Arbeit dL hat nach (7.) p. 63

fir ein unendlich kleines Zeitelement d¢ den Werth:

“4) AL = L,da + Lydp+ - - --

Hieraus folgt sofort:

6 =L +L®+ . —Lot+LF+-,

*) Die hier fiir diese Sitze mitgetheilten resp. angedeuteten Beweise lassen
hinsichtlich ihrer Strenge Manches zu winschen dbrig. Doch wird man leicht die
strengeren Beweise finden kdnnen.

17*
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oder falls man fiir L,, L,,... ihre Werthe (10.) p. 63 einsetzt:
dL - a of

) o (aa dt 0« ) @+ -

Sollen nun unsere allgemeinen Formeln (p. 61—03) wirklich richtig sein,

so muss der socben mittelst dieser Formeln erhaltene Werth von ‘;—I; (6.)

identisch mit demjenigen sein, welcher durch Anwendung des Pyincips
der lcbendigen Kraft (p. 37) sich ergiebt, also identisch sein mit

dem Ausdruck: — ¢ ; )

In der That werde ich zeigen, dass der eine Werth in den andern
sich transformiren lasst. Aus (6.) folgt:

(1) ‘f;t'—= Pt SRR )+(af +) dt(j:a'l' ..),

oder was dasselbe ist:
dL _ df

d (of .,
(8.) =t at(ﬁ“ +)
Nach (2.), (38.) ist aber f=f,+f, + f;» wo f,, fi, [, homogene

Functionen von «, f,... sind, respective vom 0%, 1*" und 2%* Grade.
Demgemiss kann die Formel (8.) offenbar auch so geschrieben werden:

aL. __ d(f+ 1+ 1) _ di +2f)

®) dt — T Tdt T T T at T
oder mit Riicksicht auf (3.) auch so:
aL _ df— 1, a(T+W
(10) b _dh—h . _dTIWM. g .a
§ 1.

Analytische Umgestaltungen der in den Formeln des Hamilton’schen
Princips auftretenden, schon in § 1 p. 237 besprochenen Differenzen *¥).

Bezeichnet man, wie bei friilherer Gelegenheit, die Differenz

(32_‘; _ f,f) mit G,:
. ' 9A @B
(I.) Ga_—"a—ﬂ‘*— b;u,'

*) Wie bereits p. 237 bemerkt wurde, habe ich mich lange Zeit hindurch
bemiiht, zu beweisen, dass diese Differenzen = 0 seien; was in Wirklichkeit nicht
der Fall ist. Die.mancherlei Umgestaltungen, welche ich bei jenen Bemihungen
fiar die genannten Differenzen gefunden habe, und welche vielleicht fiir spitere
Gelegenheiten von Nutzen sein kinnten, erlaube ich mir im gegenwirtigen § kure
anzugeben.
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so ist nach (z.) p. 73:

(IL) Gy =0¢ [:ﬁ ‘/]:[;‘ %—:—" dzdydes — 8%./7‘ n %’;9 d.rdydz],
ferner nach (z.) p. 73:

(IIL) G=effy |5 ]do

Hieraus folgt weiter mittelst der Glelchungen (=.), (o.) p- 73:‘
(Iv) Gy = [[, [(®0, ®,)B — (¥, B,)A]do.

Nun ist aber nach (d.) p. 69 z. B.:

2 ff (®y, ®r)dzdyds ST, @y Ada+ (] a(°9~’»°')dxdydz

wo das Integra.l linker Hand = 0 ist; wie sich solches mlttelst .der

Transformation (§.) p. 42 und mit Riicksicht darauf, dass W =0 ist
[vgl. (B,.) p. 39], leicht ergiebt. Somit folgt aus (IV.):

V) G=eo [ff, [X%2) — 2% | arayds.

Beachtet man ferner, dass A = % und B = —-——! ist [vgl. (B,.) und

(B;.) p. 39], so folgt aus (IIL):

, * [0, 00, 00,00,
(VL) G=e [/, [a—“ N T3 oN] e

Mittelst der Transformationsformel (y.) p. 41 ergiebt sich aber z. B.:

20,80, , ([ (2% (. 2 (00,
f % Ja 2N 49 —./ﬂm T’ "") drdyds —././:n PN (a?)d"'
Und mit Riicksicht auf diese beiderlei Umgestaltungen ergiebt sich aus
(V1) einerseits:

(Vi) Gy=e [f], [( ) — ( % ¢)] drdydz,

und andererseits:

(Vi) Gy=e // [ * 7N ( ) -, c’aN (a.;")] do.

Eine besonders einfache Gestalt fiir dieses (7, ergiebt sich schliesslich
aus der Formel (I1II). Nach (d.) p. 69 ist ndmlich:

oy Jj O drdyds — [/ ®Ads + [ G 9% yzdyds;
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hieraus folgt durch Differentiation nach f, und mit abermaliger Be-
nutzung der Formel (d.) p. 69:

5a55 )| [ Qodadyds = % [ ®Ada + (1 5% Bde
| +f‘[]; ;:—;} dzxdyds.

Subtrahirt man aber diese Gleichung von derjenigen, welche aus ihr
durch Vertauschung von «, A mit g, B entsteht, so erhilt man eine
Formel, mittelst deren der Ausdruck (III.) folgende Gestalt gewinnt:

(IX.) G, — o [5‘1 ST, ®Bds — a‘% 1. ¢0Adu]-



Einige sich anschliessende Betrachtungen iiber die Probleme der
elektrischen und namentlich der magnetischen Induction.

§ 1 .
Das elektrostatische Problem fiir swei Kugeln.

Man kann dieses Problem im Ganzen genommen nach vier ver-
schiedenen Methoden behandeln, némlich:

Erstens nach der Poisson'schen Methode, unter Anwendung. der
gewohnlichen Polarcoordinaten; wobei zu bemerken ist, dass diese Me-
thode nur auf den Fall anwendbar ist, dass keine #ussern Kriifte in-
fAuiren. .

Zweitens nach der von Thomson und Liouville angegebenen Me-
thode der reciprocen Radien. Diese Methode, von welcher nawentlich
auch Dirichlet in seinen Vorlesungen Gebrauch gemacht hat, besteht
im Wesentlichen darin, dass man die beiden gegebenen Kugelflichen
mittelst der Theorie der reciprocen Radien in zwei concentrische Kugel-
flichen verwandelt.

Drittens mit Hiilfe der Thomson’schen Spiegelpuncte; wobei man
alsdann nach Belieben entweder der gewihnlichen Polarcoordinaten, oder
aber (was vortheilhafter sein diirfte) der dipolaren Coordinalen sich be-
dienen kann.

Viertens endlich kann man das Problem losen allein durch An-
wendung der dipolaren Coordinaten, ohne irgend welche weiteren
Hiilfsmittel. Diese letzte Methode, welche vielleicht uuter allen die
einfachste ist, diirfte wohl zuerst in meinem Werke von 1862 an-
gegeben worden sein.

In diesem Werke (Ueber den stationiren Temperaturzustand in
einem homogenen Kérper, welcher von zwei nichtconcentrischen Kugel-
flichen begrenzt wird, Halle, 1862), habe ich nimlich sowohl die
dritte wie auch die vierte Methode exponirt, die eine unter dem Namen
der ,geometrischen”, die andere unter dem der ,analytischen Mcthode".
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Doch lisst die dort von mir gegebene Darstellung Manches zu witnschen
ibrig. Und demgemiss benutze ich die gegenwiartige Gelegenheit, um
speciell jene vierte Methode von Neuem, und in mdglichst tibersicht-
licher Gestalt mitzutheilen. Dabei werden, hinsichtlich der dipolaren
Coordinaten, nur die wenigen und einfachen Kenntnisse erforderlich
sein, welche im gegenwirtigen Werk p. 97—110 deponirt sind.

Wir beginnen mit folgender vorbereitender Aufgabe: Irgend eine
Kugelfliche des dipolaren Systems vom Parameter 8 sei in willkichrlicher
Weise mit Masse belegt; und swar sei die Dichtigkeit n dieser Belegung
fiir jeden Punct (&, w, @, ¥) der Kugelfliche von folgendem Werth:

(1) =22 3% (s, 9)"),

wo X,(u, @) die allgemeine Kugelﬁmktion n'* Ordnung**) vorstellen
soll. Es soll die Gesammimasse IR dieser Belequng berechnet werden,
und ebenso auch das von ihr auf wrgend einen Gussern oder inmern Punct
(81, 1, 1y ¥,) ausgeiibte Potential U = U(9y, u,, 9, ¢¥,)-

Bezeichnet man das bei (&, u, ¢, ) gelegene Oberflichenelement
der gegebenen Kugel mit do, ferner die reciproce Entfernung dieses
Elementes vom Puncte (9,, g,, @,, ¥,) mit T, so ergiebt sich:

(A.) do = %2 "::“i"i, [nach (32.) p. 108},
(B.) T= K%%/—'T—' Det¥—3 P, (cosp), [(nach p.110],

wo das Vorzeichen 4 in jedem Falle so zu wihlen ist, dass der Ex-
ponent negativ wird. Gleichzeitig ergiebt sich:

(C) =ff1)da = [f(~~) Vv - nde.
(D.) U=U@,wu, 91, %) = f‘/‘Tﬂdd-

Substituirt man hier fiir 4, do, T die Werthe (1.), (A.), (B.) und lasst

man gleichzeitig in (C.) fiir den daselbst eingeklammerten Factor die
Entwicklung eintreten:

—Vl_'; = Net# P, (u), [vgl. p. 110],

*) Wir setzen durchweg p fiir cos . Auch sollen im gegenwirtigen §
die Summen stets von n = 0 bis n = 0o ausgedehnt gedacht werden. Ueberdiess
wird, wie friiher, die Zahl n 4 } hiufig mit N bezeichnet werden.

*¥) Es ist also X (s, @) dieselbe Function, welche von Laplace mit Y (u, )
bezeichnet wird.
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8o erhidlt man:
M = 2a [ (Jex® P, () (= Xa(, 9)) dudo,

U@y, by, 91y ) = VE ff (ZeiN("_‘,‘)Pn (093 }’)) (ZX.. (w, tp))d(ldw.

Und hieraus folgt mittelst der bekannten Eigenschaften der Kugel-
functionen: .

(@) M= 2a 327 14X, (1, 0),
3) U@,y 91, %) = Vi, 3 57 exM9—30X, (,, 9),

wo ebenso, wie in den friiheren Formeln, die Vorzeichen 4 stets so
zu wihlen sind, dass die Exponenten negativ werden. Hiermit aber
ist die gestellte Aufgabe absolvirt.

Erliuterung. — Das in (B.) eingefilhrte cos y hat offenbar die Be-
deutung :
@) cosy=pp + V1— V1 — pufcos(p — @)
Demgem#ss ist nach den bekannten Integral-Eigenschaften der Kugel-
functionen:

®) f f P, (cosp) Xa (4, p)dudyp = 21,’,' Xa(py, 91);

die Integration ausgedehnt gedacht iiber die ganze Kugelfliche, d. i. dber
p=—1...4+1und ¢ =0...2x» Dabei steht wiederum N zur Ab-
kirzung fiir » 4 §. — Bringt man jetzt aber diese allgemeine Formel
(b.) auf den speciellen Fall: u, = 1 in Anwendung, 8o wird cosy = g,
mithin:

() ' [_'f Pofu) Xa (1, 9)dpdep = 27' X.(1, 91),

wo offenbar g, belichig ist, also z. B. auch = 0 gesetzt werden darf.
In solcher Weise entsteht das in (2.) aufgefiihrte X, (1, 0).

Bei der Behandlung des elektrostatischen Problems werde ich
hauptsichlich zwei Aufgaben in Betracht ziehen, auf welche sich als-
dann alle tibrigen Aufgaben leicht zuriickfilhren lassen.

§ 2
Erste elektrostatische Aufgabe.

Wir wollen uns jetzt irgend zwei Kugelflichen des dipolaren
Systems markirt denken, mit den Parametern # = ¢ und & = 7, von
denen die eine den Pol A(# = oo), die andere den Pol 4'(# = — o0)
umschliessen mag; sodass also

(4.) T=ypos. und T, = neg.
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ist. Gleichzeitig mogen unter g, g, und f folgende positive dchte Briiche
verstanden werden:

() g=¢", g =c¢", [f=gqgqy=2¢€""

Dass diese den gegebenén beiden Kugelflichen zugehorigen Constanten
q, ¢, und f sehr einfache und anschauliche geometrische Bedeutungen
haben, ist frither gezeigt worden. Vgl. (¢.) p. 205.-

Diese Kugeln (t) und (z,) migen nun zwei isolirte Metallkugeln
sein. Wir wollen’ annehmen, dieselben seien, ohne Influenz dusserer
Krifte, bis zu irgend welchen gegebenen Spannungen (Potentialwerthen)
C und C, mit Elektricitit geladen. Es sollen diese Lgdungen, d. i. die
Dichtigkeiten n und 7, der betreffenden elekirischen Belegungen ndher
bestimmt werden.

Da keine i#usseren Krifte influiren sollen, so werden die noch
unbekannten elektrischen Belegungen symmetrisch sein in Bezug auf
die Centrallinie der beiden Kugeln. Bezeichnet man also irgend zwei
variable Puncte auf der einen und andern Kugelfliche mit (z, g, @, ¢)
und (7, #,, Py, ¥,), 80 werden jene Dichtigkeiten % und %, unabhdngig
sein ven den Azimuthen ¢ und ¢, Und demgemidss machen wir fir
1 und 7, die Ansitze: ' .

n="2YY 4P (W,
(6) 2a_
Mo = '_1’221“_'00 EBH Pn (F'o)»

wo die A und B unbekannte Constanten vorstellen. Zufolge der vor-
angeschickten allgemeinen Formeln (1.), (2. ), (3.) haben alsdann die
Gesammtmassen M und I, der beiden Belegungen, und die von ihnen
auf irgend einen Raumpunct (8,, u,, @,, #,) ausgeiibten Potentiale U
und U, die Werthe:

M=2a 2T ¥4, =20 3 FqVA,,
™) ;

M, = 2a > W" "B, =2a ?x; ¢"B., [vgl (5.),

=

und ferner: .

(8) = U@, p, 0, 0) =Vt D g e+”(""9-).d P, (),
Uy = Uy(9y, 0y, @1, 1) = V¢'n > ?‘” e V=) B, P (p,);

wo die Vorzeichen 4 bei jeder Lage des variablen Punctes (&,, g,,
®,, ¥;) 80 zu bestimmen sind, dass die Kxponenten negativ werden.
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Lisst man also z. B. diesen Punct innerhald der Kugelfiiche (r) sich
befinden, so wird [vgl. (4.)] &, > v > 7,, und folglich:

(8. 8) U=U®,u, 9,0 =Vo, D % eVt =0 4, Po(uy),
.8
U, = Uy (8, 0, @1, ) = Vo X 24\1: Y= B, P (py)-

Die Summe dieser beiden Potentiale repriisentirt aber das elektrische
Gesammipotential in jenem innern Punct (9,, u,, ¢,, ¥,); und dieses
soll den gegebenen constanten Werth (' besitzen. Es soll also sein:

U+ U,=¢(,

u U c ,
== T =C eV P,(n,), [vgl(35.a,b)p.110].
Vit e = ye =6 = (w1), [vgl.(35.8,b)p.110]
Und diese Formel gewinnt durch Substitution der Werthe von U, U,
(8. a) die Gestalt:

d i

22 (6% Au + ¥ B,)e= ¥ Pip,) = C Ne Py (),

Hieraus aber folgt, weil die Gleichung fiir beliebige Lagen jenes inneren
Punctes (8, u,, 9,, ¥,) statttinden soll, sofort:

(¥4, + eB,) = C,

also mit Riicksicht auf (5.):
Y

(F) A+ Bugy = -

Eine zuweite Gleichung (F,.) zur Bestimmung der Constanten 4, B
wird sich offenbar dadurch ergeben, dass man den Punct (8, u,, 9,, ¥,)
nicht in das Innere der Kugel (r), sondern in das Innere der Kugel
(z,) versetzt. Diese zweite Formel (F,) muss mit der schon auf-
gestellten Formel (F.) analog sein, niimlich aus dieser entstehen durch
Vertauschung der ¢, C, 4 und ¢,, C,, B. Sie wird also lauten:

v

N
(Fy) B.gy™ + Aug® = - G,

Berechnet man jetzt aus diesen beiden Formeln (F.) und (F,.) die
Werthe der 4 und B, so findet man sofort:

0
A= v 4
(9.) v v 2N
B o - ('0_(‘1 v
Ly Pf——-f’” 9o,
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wo f die in (5.) angegebene Bedeutung hat. Substituirt man schliess-
lich diese Werthe (9.) in (6.) und (7.), so erhilt man:

— ,C—C qﬂN
n= ¥V > T,."_Q_ Ng* P.(u),

(10) ina ,wvm
no— Y% X S0 S NalPu(w)
und ferner: :
M =2a > C- C“qu 2N
(ll.) L _ ,~2.‘\' ’
¢, — Cq* v

Diese Formeln (11.) kénnen auch so geschrieben werden:
(12‘) ?Dz = aC + ﬂC"’

. T’Ino = ﬁC + vCy,
wo alsdann «, B, y die Werthe besitzen:

N qi’.N
a=—|—2a_-_ ]_ng’

(13) ——9g ¥ T
—— l - f“\

~ q2N
. v=-+2a 3 5%

Denkt man sich also zwei Metallkugeln, ohne Einwirkung dusserer
Krifte, bis zu gegebenen Spannungen C und C, geladen, so werden die
Dichtigkeiten v, n, und die Massen M, WM, der auf den Kugeln vor-
handenen elektrischen Belegungen die in - (10.) und (11.) angegebenen
Werthe besitzen.

Auch wird man die Potentiale U und U,, welche diese Belegungen
cinzeln genommen auf irgend welchen Raumpunct (8,, u,, ®,, ¥,) besitzen,
sofort anzugeben im Stande sein. Denn diese Potentiale werden dargestellt
sein durch die Formeln (8.), sobald man darin fiir die Constanten A und
B die Werthe (9.) substituirt hat.

*) Da q, q,, [ positive dchte Briiche sind [vgl. (5.)], so folgt aus (13.) sofort,
dass a, y stets positiv sind, hingegen g stets negativ. Dies hitte tibrigens a priors
erschlossen werden kionnen aus einem gewissen von mir aufgestellten allgemeinen
Satz. Vgl. die Berichte der Kgl. Sichsisch. Ges. der Wissen. vom April 1880,
daselbst p. 35.
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§ 3.
Zweite elektrostatische Aufgabe.

Es sollen dicjenigen elektrischen Belegungen berechnet werden, welche
auf den beiden Metallkugeln (x) und (t,) nducirt werden durch einen
dussern elektrischen Massenpunct m, (8, ps, ,, ¥;). Dabei soll voraus-
gesetzt sein, dass die beiden Kugeln zur Erde abgeleitel sind.

Da jener Punct m, ausserhalb der beiden Kugeln liegen soll, so
wird seine #-Coordinate ihrer Grosse nach zwischen den Parametern
7 und 7, der beiden Kugeln liegen; sodass also [vgl. (4.)] die Relation
stattfindet:

(14') T > ’92 > L7
Setzt man also:’
(15.) g = ed—* und o = ef,—.‘),’

so sind g und g, positive dchte Briiche. Von diesen Briichen, ebenso
wie von den schon frither angegebenen Briichen g, g, f soll weiterhin
Gebrauch gemacht werden zur Abkiirzung unserer Formeln; wobei die
Relationen zu bemerken sind:

(16.) 9% =4% =1, [vgl (5}

Bezeichnen wir zwei variable Puncte auf den beiden Kugelflichen
(tr) und (z,) respective mit (t, u, @, ¥) und (z,, e P; ¥,), und machen
wir fiir die Dichtigkeiten # und %, der beiden unbekannten elektrischen
Belegungen in diesen Puncten die Ansitze:

(17,

n= "’f 2X.(u, 9),

Mo = %2'.;% 2 Y (o, Po),

wo die X, und Y, noch unbekannte Kugelfunctionen n*** Ordnung
vorstellen, so lassen sich die Gesammtmassen IR und M, dieser Be-
legungen und die von denselben auf irgend einen Raumpunct (9,, u,,
®,, ¥,) ausgeilbten Potentiale U und U, sofort angeben auf Grund
der allgemeinen Formeln (1.), (2.), (3.). Man erhilt:

M =263 27 X, (1,0) = 20 3 27 ¢"X,(1,0),

(18.)
M, = 2a > 2—"'6’"") (1, 9=2¢3"" x %o Ya(1,0),

und ferner:
v 2 ,
U= U@, 1, 0, %) =V} 'l' > ; eENE=IX (1), P1)s

(19.) <
Uy= Uy(®,, 4y, 9, ¥,) = V'pl e'*' Moo= Yo (14, 91,
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wo die Vorzeichen so zu bestimmen sind, dass die Exponenten negativ
werden. Liegt also z. B. der Punct (8, #,, 9,, ¥,) innerhald der Kugel-
fliche (t), ist mithin &, > 7 > 7, so ergiebt sich:

—_— + 2 :
U= U@, u, 91y ’I’l) '=V'1’1 .\.: ‘1:; eM’_"')Xn(l"u 1),

- al 2
Uy, = Uy(8y, uy, 91, ) =V¢'l 2 1\1: &= ¥ (1, @y)-

Fiir jeden solchen #nnern Punct (9,, ,, ¢,, ¥,) muss aber (weil die
Kugeln zur Erde abgeleitet sind) das elekirische Gesammtpotential = 0
sein, d. h. die Gleichung stattfinden:

(20.) U+ U, + m, T, =0,
wo T die reciproce Entfernung des gegebenen elektrischen Massen-
punctes m, (9, g, @5, ¥;) von jenem innern Puncte (8, u,, ,, ¥,) vor-
stellt. Diese Gleichung aber nimmt, falls man fiir U, U, die Werthe
(19. a) und tberdiess fiir 7,, die Entwicklung:

(19. a)

@1) T, =Y¥V¥ Novep, (cosy), [vgl p. 110],

substituirt, eine Gestalt an, aus der sofort sich ergiebt:

2 2 2
5 (€ Xa(usy @) + ¥ Ya(ny, 9,) + “”f eN® P, (cos ) = 0.

Und diese Gleichung kann, falls man mit ¢e—¥% multiplicirt, und die
Grossen g, g, (15.) einfithrt, auch so geschrieben werden:

" , Ve, N
(F.) Xa(p, )9 + Yalps, 9)97 = — "2} 2 = P, (cosy).

2a

Versetzt man nun andererseits den hier benutzten variablen Punct
(%, #y, 91, ¥,) in das Innere der andern Kugel (z,), so wird man eine
eweite Gleichung (F,.) erhalten, welche aus (F.) dadurch entsteht, dass
man die Grossen g, X mit g,, Y vertauscht, und welche also lautet:

(Fo)  Yulw, 9)97Y + Xa(py, 91)9¥ = — m’;—? 55 Pa(cos p).

In all' diesen Formeln hat das cos y, wie aus (21.) ersichtlich ist, die
Bedeutung:

(22.) c0s y =y + V18 13 V1 — 4] cos (9, — @)
und dem entsprechend soll weiterhin gesetzt werden:
cosd = pp, + V1 — @ V1= picos(p — ),

(23.) STEr
c0s 8, = popts + V1 — p2 V1 — 3 cos (9, — 5)-
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Die Formeln (F.), (F,) sind von demselben Habitus wie die
friiheren Formeln (F.), (F,.) p. 267, und liefern daher durch Auflosung
nach den X und Y folgendes Resultat:

gQN
X (4, 9y) = — %2“2% P, (cos ?’) P '-v g~,
(24.)
Yu(, 9) = — "2 1 Pueosy) 105 gl

Hieraus folgt, wenn man die beliebigen Varlab]en Ky, @, in der einen
Formel mit g, @, in der andern mit y,, @, bezeichnet, und dabei die
Notizen (22.), (23.) beachtet, sofort:

102 gl
X,.(P’ ¢) = - m’;fl 2n 1 - /_';.\7 yA'P,. (0086),

(25.)

, SN 1—
lu(y’O) ¢0) = — m’;i:p o l f’m‘qu (COS 60)

" Substituirt man schliesslich diese Werthe (25.) in die Formeln (17.),
(18.), so erhilt man:

n= m,V:J;,’m;M/u! :' m Ng”P (cos d),

(26.) . :’
2 " Po () 1—

Rp=—"" %’—:;»V—" E W Ng¥ P,(cos 80),

und ferner:
0 N\ l—g: NP
M=—m, V'/'z - _‘,‘m (99)° I"(l"z)r

(27)

<1 !
MWy =—m, V?l’z 2 r_‘,g:ﬁ (9090)" Pa ().

Betrachtet man also diejenigen elektrischen Delequngen, welche auf
den beiden Kugeln inducirt werden durch cinen dussern clekirischen Massen-
punct my (9, py, Pg, ¥y), tnter der Voraussetzung, dass beide Kugeln gur
Erde abgcleitet sind, so werden dic Dichtigkeiten 1, n, und dic Gesammt-
massen M, M, dieser Belegungen die in (26.), (27.) angegebenen Werthe
haben. Dabei reprisentiven q, q,, f, ferner g, g, und cos 8, cos 8, die
in (b.), (15.), (16.) und in (23.) angegebenen Abbreviaturen.

Auch wird man die von diesen clektrischen Belegungen auf trgend
welchen Raumpunct (8, u,, @, ¥,) ausgeiibten Potentiale U und U, sofort
anzugeben im  Stande sein. Denn es sind diese Potentiale durch die
Formeln (19.) dargestellt, sobald man darin fir die Functionen X, und
Y. ihre Werthe (24.) substituirt hat.
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§ 4.
Die iibrigen elektrostatischen Aufgaben.

Dass alle iibrigen, die beiden Kugeln betreffenden elektrostatischen
Aufgaben auf die soeben absolvirten beiden Fundamentalaufgaben re-
ducirbar sind, ergiebt sich leicht, und mag durch folgendes Beispiel
erliutert werden.

Die beiden Metallkugeln magen isolirt sein, und mogen, wihrend sie
der inducirenden Einwirkung eines gegebenen elektrischen Massenpuncles
m, (93, e, @y, ;) ausgesetzt sind, (durch Hineinbringen irgend welcher
positiven oder negativen Elektricititsmengen) bis zu gegebenen Span-
nungen C und C, geladen werden. Es sollen die Dichtigkeiten %, n, und
die Gesammtmassen MM, M, der unter diesen Umstinden auf den beiden
Kugeln sich etablirenden elektrischen Belequngen niher untersucht werden.

" Man kann die Losung dieser Aufgabe unmittelbar erhalten durch
Superposition der Lisungen der beiden friiheren Aufgaben, d. i. der
ersten und gweiten Aufgabe (§ 2 und § 3). Bezeichnet man nimlich
die Losung der ersten Aufgabe fiir den Augenblick mit 7, 7,, I,
My, U, U; und die der zweiten mit 5", 55, MW", Mg, U”, Uy, so er-
hilt man als die Losung der gegemwiirtigen Aufgabe die Formeln:
(28) ' { N = 711 + ’7", ‘ M =W + me”’

Mo = 1o + 10, My = MWy + M;
und:
(29 r=v+r
Uy = U, + Us;
wie solches leicht zu verificiren ist.

§ 5.
Ueber die Theorie der magnetischen Induction.

Die friiher behandelten hydrodynamischen Probleme kdnnen der
Hauptsache nach reducirt werden auf die Berechnung des Geschwindig-
keitspotentials ®. Fiir dieses letztere erhielten wir mit Leichtigkeit
die Formel [p. 118]:

(X, O=VF 'S (Aue® + B, P, (u),
ne=0

wo p=-cos @ und N =n + } ist. Ebenso ergaben sich mit Leichtig-
keit fiar die hier vorhandenen unbekannten Coefficienten 4,, B, zwei
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Systeme von Gleichungen [(10. a, b) p. 121], das eine von der Form:

(Y.) { 70, 1 +buAu + cuA”-}-l}=g,” (”=O, 1, 2’ 3’““),
+ ”b-Bn—l + euBn + f. B,.+1

das andere von derselben Form:
(Z.) l "unAn—l "" EBnAn + Gn An-{-l
l+ ”Qn .B,.._1+ @nBu + %an-l-l

wo die a, b, ¢, D, e,f, g und A, B, € D, € F, G gegebene Grossen
vorstellen. Schwierigkeiten bereitete uns nur die Auflisung der beiden
Systeme von Gleichungen, und zwar hauptsiichlich deswegen, weil diese
Gleichungen scheinbar zur Bestimmung jener Constanten A,, B, un-
sureichend sind*). Ausfilhrlicher geschrieben, lauten némlich z. B. die
Gleichungen des Systems (Y.) folgendermassen:

(¥0) (0 + b4, + ¢, 4,) + (0 4 ¢, B, + f, B,) = 8o,

(3:) (a4, + 5,4, + ¢, 4,) + (10, B, + ¢, B, 4§, B;) = g,,

(ys) (20,4, 4 b, 4; + ¢ 4;) + (20, B, + ¢, B; + f,By) = g,

(ys) (0345 + by Ay + ¢ 4,) + (3d,B; + ¢ By + {3 B) = gs,
etc. ete. ete.

und in analoger Weise werden die einzelnen Gleichungen (z,.), (z,.),
(2.), (z.), . ... des Systems (Z.) sich darstellen.

Wairen nun die beiden Anfangsconstanten A, B, bekannt, so konnte
man successive zuerst A,, B, aus den beiden Gleichungen (y,.), (z,.),
sodann A4,, B; aus (y,.), (2,.), sodann 4,, B, aus (y;.), (z5.) berechnen.
U.s. w. U.s w. Jene Anfangsconstanten 4, B, sind aber unbekannt;
und es scheinen daher zur wirklichen Bestimmung der A, B noch zwei
Gleichungen 2u fehlen. Diese beiden noch fehlenden Gleichungen
werden durch den Umstand ersetzt, dass die fiir das Geschwindigkeits-
potential ® geltende Entwicklung (X.) convergent sein muss.

Der regulire Weg zur Berechnung der A, B wiirde demgemiss
etwa folgender sein: Man nehme zuvirderst 4,, B, willkiirlich an, und
bestimme, mittelst der Gleichungen (Y.), (Z.), die Grossen A,, B,, A,,
B,, etc. etc., allgemein A,, B, als Functionen von 4, B,. Sodann be-
stimme man schliesslich die in diesen Functionen A,, B, enthaltenen
willktirlichen Constanten 4,, B, der Art, dass die Reihe (X.) convergirt.

Die wirkliche Verfolgung dieses Weges erschien mir von so ab-
schreckender Schwierigkeit, dass ich denselben zu betreten nicht ver-

}=@5., (r=0,1,23,...),

*) Wie solches frilher schon besprochen ist filr einen gewissen specielleren
Fall, vgl. p. 122, 128.
Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 18
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sucht habe. In der That habe ich die in Rede stehenden hydrodyna-
mischen Probleme, abgesehen von einem ganz speciellen Fall (p. 122
bis 127), nach einer wesentlich andern Methode behandelt.

Auf genau dieselben Schwierigkeiten stosst man nun aber auch
in andern Gebieten der Mathematischen Physik, wo es weniger leicht
ist, dieselben durch andere Methoden zu umgehen, so z. B. in der
Theorie der Ausbreitung des elektrischen Stromes innerhalb eines von zwei
Kugelflichen begrensten Conductors, und ebenso in der Theorie der magne-
tischen Induction zweier Kugeln. In der That handelt es sich auch in
diesem Fall, wie spiter gezeigt werden soll, um die Auflésung zweier
Systeme von Gleichungen von der Form (Y.), (Z.); sodass also zur
wirklichen Bestimmung der A, B wiederum noch zwei Gleichungen zu
fehlen scheinen. Und diese beiden noch fehlenden Gleichungen finden
wiederum ihren Ersatz durch gewisse in der Natur des Problems liegende
Convergenzbedingungen. ’

Chwolson*) irrt, wenn er die beiden noch fehlenden Gleichungen
direct hinstellen zu konnen glaubt. In der That sind die beiden von
ihm zur Vervollstindigung der Syteme (Y.), (Z.) hingestellten Glei-
chungen vollig illusorisch, nimlich nichts Anders als eine unmittelbare
Consequenz aus jenen Systemen (Y.), (Z.). Und demgemiss dirfte
z. B. auch die von Chwolson, auf Grund dieser Gleichungen, ausgefiihrte
numerische Rechnung des sicheren Fundamentes entbehren.

Um niher hierauf eingehen zu konnen, mag zuniichst an die all-
gemeine Theorie der magnetischen Induction erinnert werden.

Es handelt sich bei der Poisson’schen Theorie um die Ermitte-
lung desjenigen magnetischen Zustandes, welcher in einem magnetisir-
baren Koérper  (der z. B. aus weichem Eisen bestehen kann) durch
dussere magnetische Krifte inducirt wird. Das gegebene Potential
dieser #usseren Krifte mag ¥V heissen, und kurzweg das inducirende
Potential genannt werden. Die Frage nach der Beschaffenheit jenes
magnetischen Zustandes zerfillt der Hauptsache nach in zwei Theile,
nidmlich erstens in die Berechnung der in dem Korper & inducirten
magnetischen Momente «, B, y, und zweitens in die Berechnung des-
jenigen Potentials @, welches der Korper seinerseits, nach Eintritt des
in Rede stehenden magnetischen Zustandes, auf #ussere und innere
Puncte ausiibt. Dieses Potential Q pflegt das inducirte Potential genannt

*) Chwolson: Ueber das Problem der magnetischen Induction auf swei Kugeln,
Schlomilch's Journal, Jabrg. 24, p. 40. Ein von Kirchhoff gegebenes Referat iber
diesen Aufsatz befindet sich in den Monatsberichten der Kgl. Akad. d. Wiss. 3u
Berlin, vom 4. April 1878, p. 269 —276.
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zu werden. Zwischen diesen Grossen «, , ¥ und @ findet ein ein-
facher Zusammenhang statt. Wiren nimlich «, §,  bereits ermittelt,
so wiirde das Potential Q fiir jeden beliebigen &#ussern oder innern
Punct p den Werth haben:

W e = [, (5 + B85, +7 5 )dadyds,

die Integration ausgedehnt gedacht iiber alle Volumelemente dzdyds
des Korpers 8 Dabei bezeichnen z, y, # die Coordinaten eines solchen
Elementes, und T seine reciproce Entfernung vom Puncte p. Was
nun die wirkliche Berechnung der vier Unbekannten «, g8, y, @ betrifft,
so filhrt die Poisson'sche Theorie zu folgender Regel:

Man breite auf der Oberfliche des Korpers R eine beliebige Massen-
belegung aus, bezeichne das Potential derselben auf dussere und innere
Puncte mit Q, und bestimme sodann diese Massenbelegung in solcher Art,
dass an jedweder Stelle der Oberfliche die Gleichung erfillt ist:

@) 99 1 9€) 4 42 2@ N o,

wo x eine der Substans des Korpers eayenthumlwlw Constante vorstellt,
wihrend n und v die dussere und innere Normale der Oberfliche be-

Dies ausgefiihrt gedacht, reprdsentirt alsdann Q das gesuchte indu-
cirte Potential. Und gleichzeitiy werden alsdann die gesuchten indu-

cirten Momente «, 8, y an jeder Stelle (z, y, 5) des Kirpers & die
Werthe haben :

@) a——a%GtD, g 00D, e D.
Die Constante x ist fiir jeden magnetischen Korper positiv, und fiir un-
magnetische Kirper Null. In Betreff dieser Siitze verweise ich auf
die Vorlesungen meines Vaters iiber Magnetismus, Leipzig, bei Teubner,
1881. In der That ergeben sich die genannten Sitze ziemlich leicht
aus den dortigen Formeln, p. 35. Auch sind meine Bezelchnungen
genau dieselben wie dort.

+ Die vorhin erwihnte Massenbelegung der Korper-Oberfliche mag
kurzweg die fingirte Massenbelegung genannt werden. Leicht ldsst sich
zeigen, dass diesclbe durch die Fundamentalformel (2.) eindeutig be-
stimmt ist. Existirten ndmlich gwei Massenbelegungen von solcher Art,
dass sowohl das Potential @ der einen, wie auch das Potential @ der
andern die Bedingung (2.) erfiillte, so wiirde sich hieraus fir die
Differenz ¢ = @ — @’ die Formel ergeben:

18*
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(4. o -|—41m 2 _o,

. 3
(5) d i (14 470 8 A+s2=0,
Nun ist aber nach (y.) p. 41:

© S, [+ G2 + o) anava = — S, 030 a0

in éhnlicher Weise ergiebt sich, falls man den Aussenraum des Korpers
® mit A bezeichnet:

@ [T [C)+ Q) + G axapar = — [, 0 S

wo n und v dieselben Bedeutungen haben, wie in (2.), (4.), (5.). Mul-.
tiplicirt man die Gleichungen (6.), (7.) resp. mit (1 4 4zx) und 1,
und addirt, so folgt mit Ricksicht auf (5.) sofort:

8) (14429 (], [(gg)’+...]dxdydz+ (7. [(3—1)’+] dzdydz =0

Beachtet man nun, dass x positiv ist, so ergiebt sich aus (8.) nach
bekannter Schlussweise, dass g tiberall constant ist, oder, weil ¢ (seiner
Bedeutung zufolge) fiir die unendlich fernen Puncte verschwindet, dass
dasselbe allenthalben gleich Null ist. — Q. e. d.

Bemerkung. — Bezeichnet man die Dichtigkeit der fingirten Massen-
belegung mit , so lisst sich die Fundamentalformel (2.) auch so schreiben:

9. — dmg 4 42 20D o
Hieraus folgt sofort:

(10.) S, ndo == ffaa(%?:l)- da.

Nun befinden sich aber die die Potentiale ¥ und @ erzeugenden Massen
theils ausserhalb R, theils auf der Oberfliche ¢ des Korpers $£; und
hieraus folgt, dass das in (10.) auf der rechien Seite stehende Integral
=0 ist. *Demgemiss ergiebt sich also:

[¢§H) S nda=0.
Die Gesammtmasse der fingirten DBelegung ist somit stets = 0.

Zweite Bemerkung. — Die im Korper & inducirten magnetischen
Gesammtmomente, d. i. die Integrale:

(12) A= [ff edzdyds, B= [[[ Bdzdyds, = [[[ ydxdyde

sind in einfacher Weise darstellbar mittelst der fingirten Massenbelegung.
In der That kann das Integral A, nach (3.), auch so geschrieben

werden:
A=— n‘/:/:/; aL—Q»ai—' V] dzdyds,
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oder, unter Anwendung des frither [(8.) p 41] eingefiithrten Symbols
(F, G), auch so:
A=—x [[f ((Q+ V], z)dzdyds,

oder mit Riicksicht auf die Si’\tze (), (#.) p. 41 auch so:
14
13) A==z ff [0+ 7192 do < fﬁﬂ%—'f—]xda,

wo v die auf do errichtete innere Normale vorstellt. Nimmt man fiir
A den letzten der Ausdriicke (13.), so erhdlt man, mit Riicksicht auf
(9.), die erste Formel des folgenden Systems:

(14. A= [[,nzds, B= [[,nyds, T = [[ neds,
dessen beide andere Formeln sich in analoger Weise ergeben. Diese
Formeln (14.) zeigen, dass die in dem Korper inducirten magnetischen
Gesammtmomente identisch sind mit den Momenten der an der Ober-
fliche des Korpers fingirten Massenbelegung.

§ 6.
Anwendung der Theorie auf eine Kugel.

Es wird angemessen sein, diese schon von Poisson ausgefiihrte
Anwendung der Theorie hier in Kiirze zu wiederholen; weil die be-
treffenden Formeln fiir unsere weitern Betrachtungen unentbehrlich sind.

Nimmt man den Mittelpunct der gegebenen Kugel, die etwa aus
weichem Eisen bestehen mag, zum Anfangspunct eines rechtwinkligen
Coordinatensystems (z, y, #), und setzt man

Z =rcosw =rm,

£) y=rsinwcosp =71 —m?cosg,

‘g=rsinwsinp =7r})1— m?sin g,
wo also m zur Abkiirzung steht fiir cos w, so wird sich das gegebene
Potential V der von Aussen her auf die Kugel einwirkenden Kriifte fiir
jedweden Punct (r, m, @) innerhalb der Kugel darstellen lassen durch
eine Reihe von der Form:

n=aw

(15-) = :\:f" Y, (m: QP), (r < -R)’

wo Y, eine allgemeine Kugelfunction #** Ordnung vorstellt.

Es handelt sich also darum, auf dieser Kugelfliche eine noch un-
bekannte Massenbelegung auszubreiten, von solcher Beschaffenheit, dass
ihr Potential @ der Bedingung (2) entspricht

(16.) € 4144200+ 4mx T 0.
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Wie man nun diese unbekannte Massenbelegung vorldufig auch wihlen
mag, stets wird ihr Potential @ auf irgend einen Punct (r, m, ¢) die
Gestalt besitzen:

(17.1) Q= E:':‘i Z,(m, @), falls r <R ist,
n=0

und die Gestalt:

(17. a) Q=23 XK. Z(mg), falls r> R ist.
n=0 7T

Dabei bezeichnet R den Radius der Kugelfliche, und Z, eine noch un-
bekannte Kugelfunction n** Ordnung. Es handelt sich also nur noch
darum, diese Functionen Z, so zu bestimmen, dass der Bedingung (16.)
entsprochen wird. — Da v die innere, und n die fussere Normale der
Kugelfliche vorstellt, so ergiebt sich einerseits aus (15.) und (17.i):

oV -

v - nke Y (m, ),

¢ S

5 __ N2 2m )
und andererseits aus (17. a):

0 . 1,

—a% =— ﬁ'Rt'* Zn(m, @).

Dies aber in (16.) substituirt, erhilt man sofort:

(n;—gl + (1 4 4=x) j’;;) Zy(m, @) + 4nx nR—1Y,(m, p) = O;
mithin: s

Zn(m, 9) = — m%’f"a;%?%;,—) Y. (m, 9),
oder, falls man zur Abkiirzung
(18) 4xx =2, und

setzt:

1

1
T — 21— 9

18R !
Zn(m, @) = — n,,—+,,— Y. (m, p).

Somit ergiebt sich aus (17.1, a):

n=n

(19.1) Q=—2 ’7"::'_-68 ™ Y,(m, @), falls r <R;
=0
N me e Ya(m9)
(19. a) Q— -_ g ,T:Fa R’ +1 —rn—i-—l, falls 1‘> R

Also der Satz: Hat das Potential V der von Aussen her auf dic Kugel
cinwirkenden  Krdfte fiir die innerhalb der Kugel licgenden Puncle
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(r, m, @) den Werth (15.), so wird das sogenannte inducirte Potential
Q die in (19.1, a) angegebenen Werthe besitzen, wobei A wund & zur Ab-
kiirzung gesetzt sind fir die in (18.) erwdhnten Comstanten.

Wird z. B. das inducirende Potential ¥ hervorgebracht durch einen
irgendwo ausserhalb der Kugel befindlichen magnetischen Massenpunct
m,(r,, m,, @,), ist mithin:

(20) Ve=m, > -% P,(cosy), wocosy=mm,+ V1—m?Y1—m3 cos(p —@,),
= r,

80 erhilt man fiir das inducirfe Potential @ die Werthe:

n==0o0

@) @—-—m3 e r—’;l P,(cosy), falls r < R,
. 'S nis R
(2l.a) Q@=—m, g ;”—Jr—d T P,(cosy), falls r> R.
§ 7.

Ueber magnetische Bilder.

Ob der Begriff des magnetischen Bildes bereits von irgend einem
Autor eingefithrt, resp. untersucht ist, weiss ich nicht zu sagen. Jeden-
falls schliesst sich derselbe an die im vorhergehenden § reproducirte
Poisson’sche Theorie in einfacher Weise an, vorausgesetzt, dass man
diesen Begriff in #&hnlicher Weise definirt, wie in der Theorie der
Elektrostatik den Begriff der elekirischen Bilder.

Ist néimlich irgend ein Korper R (der 2. B. aus weichem Fisen be-
stehen kann) unter dem Einfluss eines dussern magnetischen Massen-
puncles m, in einen magnetischen Zustand versetst worden, so verstehe ich
unter dem magnetischen Bilde von m, dasjenige innerhalb & zu con-
struirende Punctsystem, welches mit dem Korper R in Bezug auf alle
dussern Puncte dquipotential ist. Will man also z. B., was die im vor-
hergehenden § betrachtete Kugel betrifft, das magnetische Bild des
Punctes m, haben, so hat man innerhalb dieser Kugel & ein Punct-
system zu construiren, dessen Potential auf beliebige #iussere Puncte
(r, m, @) identisch ist mit dem in (21.a) angegebenen Potential Q.
Hierzu aber dient folgendes Verfahren:

Es ist x eine positive Constante, also & [vgl. (18.)] ein positiver
dchter Bruch; und demgemiiss ist in (21.a) der erste unter dem Summen-
zeichen stehende Factor auch so darstellbar:

nio ~ aE
= ”M.,f e~k g,
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Dies in (21. a) substituirt, erhilt man:

(22) Q=— mxf ‘Enld 1_:: = e P, (cos y)l e—dE.
- s la=0

Denkt man sich nun den zu m,(r,, m,, ,) conjugirten Punct (r,, m,, @,)

construirt, so ist »,7, = R® mithin ;_1— = % Dies in (22.) substituirt,
. 1
ergiebt sich:

(23) Q=—m, f { S nad '* P, (cosy)} e¢dE.

Fithrt man jetzt, statt £, eine neue Integratlonsvanable ¢ ein, indem
man setzt:

ree— = @, mithin: df = — dTo

so erhilt man:

_ 181, ([T mer o)” do
(24) Q——ml T‘o [g —rn:FTPn(COSQ')} (; T,
wo der in der geschweiften Klammer enthaltene Ausdruck eine ein-
fache geometrische Bedeutung besitzt. Construirt man némlich vom
Kugelcentrum ¢ aus den die Puncte 2 und 1 enthaltenden Strahl ¢21,
dessen Richtung den Argumenten (m,, ¢,) entspricht, markirt man
ferner auf diesem Strahl einen Punct mit den Coordinaten (o, m,, @,),
und versteht man endlich unter 7' die reciproce Entfernung dieses

Punctes (@, m,, ¢,) von dem betrachteten, beliebig gelegenen dussern
Punct (r, m, @), so ist:

T= 2 +i Pn (cosp),
mithin:
aT n=w ”
05, = ,é'o —:—:,_—IP,.(cosy),
wo der cos y genau dieselbe Bedeutung wie bisher besitzt [vgl. (20)].
Hierdurch aber gewinnt der Ausdruck (24.) die Gestalt:

@) . Q= —m 2" ( ) de,
[}
-oder, mittelst partieller Integration, auch folgende Gestalt:
18r, ;
26. @Q=—m ’{T—dr—" To%d ',
(26.) LR 2 2 [ @ 0

wo T, nach wie vor, die reciproce Entfernung des Punctes (g, m,, ¢,)
von dem dussern Puncte (r, m, @) vorstellt, wihrend insbesondere 7,
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die reciproce Entfernung des speciellen Punctes (75, m,, ¢,) von jenem
dussern Puncte bezeichnet.

Die Formel (26.) giebt unmittelbar Auskunft iiber das gesuchte
magnetische Bild des Punctes m,. Bezeichnet man ndmlich das Centrum
der Kugel mit ¢, und den zu m, conjugirten Punct Lurzweg mit 2, so
wird jenes magnetische Bild, der Formel (26.) sufolge, theils aus einem
in 2 befindlichen einzelnen Massenpunct, theils aus einer von c bis
2 sich erstreckenden materiellen Linie bestehen. Und zwar ist, nach
der genannten Formel, die Masse jenes eingelnen Puncles

(A) =—m, i;‘,
und andererseits die Dichtigkeit.jener materiellen Linie an der Stelle ¢:
(B.) — 4 m, 222 (ﬁ)“".

. 7 G

Dabei bezeichnet @ den Abstand der betrachteten Stelle vom Centrum c;

ebenso ry den Abstand des Punctes 2 von ¢, ferner R den Kugelradius;
waihrend A, 0 die in (18.) genannten Constanten vorstellen.

Bemerkung. — Unendlich stark magnetisch werden wir einen idealen

Kdrper nennen, fiir welchen x = 00, also [nach (18.)] 1 ebenfalls = oo,

ferner 8 = 0, und 48 = 1 ist. Man kdnnte glauben, dass fiir eine

solche unendlich stark magnetische Kugel das durch (A.) und (B.) dar-

gestellte magnetische Bild in das bekannte elektrische Bild sich ver-

wandelt. Denn fiir 18 = 1 und & = 0 geht der Ausdruck (A.) dber in

—m, %, withrend gleichzeitig der Ausdruck (B.) zu verschwinden scheint.

— In Wirklichkeit ist das aber niché der Fall, . wie man schon daraus
erkennt, dass dic Gesammtmasse der durch (B.) dargestellten materiellen
Linie stets ebenso gross ist, wie die Masse des in (A.) genannten einzelnen
Punctes (abgesehen vom Vorzeichen); was sich mittelst der elementaren

Integralformel:
1
f("’ lde = 3 ¢’

sofort ergiebt.

Etwas einfacher gestalten sich die Resultate, wenn der #ussere
inducirende Massenpunct m, unendlich nahe an die gegebene Kugel
heranriickt. Denn alsdann wird 2 mit m, coincidiren, mithin r, = R
werden; sodass also in diesem Fall z. B. die Formeln (25.), (26.) die
Gestalt erhalten:

RaT e\d
(1) Q==—m1-}.d-fw(1—e) do,
[)]

R
(28) Q@=—m, Aid {T,—JR—" pr"-‘dp}.
[
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Das magnetische Bild von m, besteht daher in diesem besondern Fall
aus Massen, dic den von ¢ nach m, laufenden Kugelradius R bedecken.
Der einzelne Punct liegt am Ende von R, und hat die Masse:
(A") — m,40;
wihrend gleichzeitig dic iber diesen ganzen Radius R sich erstreckende
materielle Linie an der Stelle ¢ die Dichtigkeit besitst:

’ : 168 1—d
®) +m g (5)

Bemerkung. — Mit (27.) resp. (28.) analoge Formeln lassen sich
fiir das inducirte Potential @ auch dann aufstellen, wenn das inducirende
Potential ¥ ein ganz beliebig gegebenes ist. Wie namlich dieses in-
ducirende Potential ¥ auch beschaffen sein mag, stets wird dasselbe,
weil es von dusseren Massen herriihren soll, in Bezug auf innere Puncte
ersetzbar sein durch das Potential einer gewissen auf der Kugelfliche
ausgebreiteten Massenbelegung. Bezeichnet man nun die Dichtigkeit

dieser Belegung im Kugelflichenelement do, mit §, so erhdlt man
sofort fiir das zugehorige inducirte Potential @ den Werth:

(29.) Q = [ Dt do,,

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente de, der Kugelfliche.
Dabei sind die Coordinaten von do, mit (R, m,, ¢,) bezeichnet zu
denken; und gleichzeitig ist dabei unter £, der in (27.) oder (28.)
angegebene Ausdruck, nach Fortlassung des Factors m,, zu verstehen.

§ 8.
Anwendung der Theorie auf die gleichzeitige Magnetisirang
gweier Korper.

Sind gleichzeitig zwei Korper ® und &, der Einwirkung der ge-
gebenen #ussern Krifte V ausgesetzt, so ist, ausser diesen Kriften,
auch noch die gegenseitige Einwirkung der beiden Kérper auf einander
in Anschlag zu bringen:. Bezeichnet man also die in den Korpern
und &, inducirten Potentiale mit @ und @, so wird z. B, was speciell
den Gleichgewichtszustand des ersten Korpers & betrifft, Q als das in
8 inducirte Potential, und andererseits die Summe (¥ + @,) als das
von aussen her auf den Korper & einwirkende Potential, d. h. als das n-
ducirende Potential anzusehen sein. Mit Bezug auf diesen Kérper ® nimmt
daher unsere allgemeine Fundamentalformel (2.) p. 275 die Gestalt an:

£Y 4 09 0@+ @ +V)
(10 410D o



Magnetisirung zweier K8rper. 283

Und in dhnlicher Weise ergiebt sich andererseits fiir den Gleichgewichts-
zustand des Korpers &, die analoge Formel:

(3Qo + aQo) + 41”‘0 a_(Qo '_i‘a?'l‘ V) = 0.

Diese beiden Fundamentalformeln, in denen x und %, die magnetischen
Constanten der beiden Korper vorstellen, konnen, falls man
1) 4nx =24 und 4mwx,=A4,
setzt, auch so geschrieben werden:
0 29, + V)
Bra+n 1242901 o,

2.
® a‘?"+(1+ao)"”-"°+a”“'“CD—O

wo selbstverstindlich die »n die dussern und die v die innern Normalen
der beiden Korper-Oberflichen vorstellen. Wir gelangen somit, was die
gleichzeitige Induction zweier Koérper durch ein gegebenes inducirendes
Potential ¥ betrifft, zu folgender Regel:

Man breite auf der Oberfliche des Kirpers & eine beliebige Massen-
belegung aus, deren Potential auf belicbige (dussere oder innere) Puncte )
heissen mag; desgleichen breite man auf der Oberfliche von K, cbenfalls
eine beliebige Massenbelegung aus, deren Potential @, heissen mag; und
bestimme sodann diese beiden Massenbelegungen in solcher Art, dass ihre
Potentiale @ und Q, den beiden I'undamentalformeln (2.) entsprechen.

Dies ausgefiihrt gedacht, sind alsdann Q@ und Q, die gesuchten in-
ducirten Potentiale. Und gleichzeitiy werden alsdann die gesuchten
inducirten Momente e, 8, y und e, B, y, dic Werthe haben:

c=—x QN g, 3(Q+Qyn+"> » = ete.
(3)
a , v (0, 14
SR (X A E SN N (U X £ 2.4 R

oy r o
Ueberdiess twerden [vgl. (1) p- 275] fiir jedweden Raumpunct p die Formeln

e = I, ( SNy a,, +7%§)dxdydz,

@) = [ff (ao AN 'a?;‘ + 2, aaf) dzdyds.

Ganz @hnlich wie frither ldsst sich nun zeigen, dass jene beiden
Massenbelegungen, die sogenannten fingirten Belegungen durch die Fun-
damentalformeln (2.) in eindeutiger Weise bestimmt sind. Sind ferner
7 und 7, die Dichtigkeiten der beiden fingirten Belegungen, so ergeben
sich, auf demselben Wege wie frither (p. 276), die Gleichungen:
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ja ndo =0,

f,oﬂod"o =0,

welche aussagen, dass bei jeder der beiden fingirten Belegungen die Ge-
sammtmasse = (0 ist. Was endlich die in den beiden Kérpern indu-
cirten magnetischen Gesammtmomente

A= [ff, edzdydz, B= [f[ Bdzdyds, T =et,
A= JJf, wotziyds, 8= [, podsdyds, T, e

betrifft, so ergeben sich, und zwar wieder auf demselben Wege wie
fridher (p. 277), die Formeln:

A=jf’ nzdo, B=ff’ nyde, r==f_[’ nedo,

Ao =ff’°ﬂoxod6m B, =ff,°ﬂoyod¢o; Fo =ff,°'lo’od"oy
welche aussagen, dass die in den Korpern inducirten Gesammimomente
nichts Anderes sind, als die magnetischen Momente der auf den Ober-
flichen der beiden Korper fingirten Dlassenbelegungen.

®)

(6.

)

§ 9.
Anwendung der Theorie auf zwei Kugeln.

Die beiden Koérper & und &, mdgen zwei Kugeln sein, begrenzt
von irgend zwei Kugelflichen des dipolaren Systems, mit den Para-
metern = und z,; und zwar sei:

8) T = pos., andererseits t, = neg.;

sodass also die Grossen:

9.) g =e¢*, ferner ¢,=¢%, und f=qq, ="

lauter positive dchte Briiche vorstellen. Die einfache und anschauliche
geometrische Bedeutung dieser Grissen ¢, g¢,, f ist friher dargelegt
worden [vgl. (¢.) p. 205].

Ferner mag angenommen werden, dass das gegebene Potential ¥V
der inducirenden &ussern Krifte symmetrisch ist in Bezug auf die z-Axe,
d. i. in Bezug auf die Centrallinie der beiden Kugeln. Dieselbe Sym-
metrie wird alsdann offenbar auch vorhanden sein bei den in diesen
Kugeln durch jene Krifte inducirten Zustinden, also z. B. bei den -
ducirten Momenten «, f, y und «,, B, 7, ferner bei den Polentialen Q
und @,, und ferner auch bei jenen auf den beiden Kugeloberflichen zu
fingirenden, die Potentiale @ und ¢, erzeugenden Massenbelegungen,
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deren Dichtigkeiten % und 5, heissen mogen. Denkt man sich also
die Potentiale V¥, @, @, und die Dichtigkeiten %, 7, als Functionen der
dipolaren Coordinaten dargestellt, so werden all' diese Functionen un-
abhingig sein vom Azimuth .

Demgemiss besitzt z. B. die auf der Kugelfliche () zu fingirende
Massenbelegung im Puncte (v, 4, ¢, %) eine Dichtigkeit %, welche ledig-
lich von u abhingt: .
7 =f(w.

Gleiches gilt aber auch von der sogenannten vierten Coordinate jenes
Punctes, némlich von #; denn es ist:

Yp=c"+ e — 2, [vgl. (15.) p. 104],
mithin 3, abgesehen von der gegebenen Constanten v, lediglich eine
Function von u. Gleiches wird daher z. B. auch gelten von dem Quo-

tienten ':—;—%, wo 2a eine Constante, nimlich den gegenseiti'gen Ab-

stand der beiden Pole des dipolaren Systems vorstellt. Diese nur von
p abhingende Function:

2a11___ :
Ve Fle) o

mag nun entwickelt gedacht werden nach den Kugelfunctionen P, (u):

. Ve (w) —_ (1)

wo alsdann die ¥ noch unbekannte Constanten vorstellen. Giebt man
dieser letzten Formel die Gestalt:
(o) n =¥ Y, P (w);

n=0
bezeichnet man ferner die Gesammimasse der hier betrachteten Massen-
belegung mit IR, und das von ihr auf einen beliebigen Punct (9, u,,
@, ¥;) ausgeiibte Potential mit @ = Q (9, u,, @,, ¥,), so gelangt man,
mit Riicksicht auf (6.), (7.), (8.) p. 266, sofort zu folgenden weiteren
Formeln:

() M=2a 3 57 Lg",

. - p? 2
(7’- ;) QP g, 91, %) = V'l’l :}o 1—:,' A, eX¥e— P, (),

wo die beigesetzte Signatur (y. ;) andeuten soll, dass im Exponenten
+ N(z — 9,) das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nach-
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dem der Punct (9, g,, @,, ¥,) innerhalb oder ausserhalb der Kugelfliche
(r) liegt. Fihrt man statt der A etwas andere Constanten A ein,
indem man setzt:

2 ' 2
S et =T WV = 4,, [vgl. (9.)],
und bezeichnet man iiberdiess den variablen Punct (8, u,, 9,, ¥,) kiirzer

wit (2, g, 9, ¥), so nehmen die Formeln (a), (8), (7. +) folgende
Gestalt an:

10) . =YL SANEP(@)

(11.) M= 2a V4.4,

(12.4) Q=10Q@, 19 ¥) =V Sdne* Py(u),
(12.a) - respective = V¥ S 4,¢*¥e"? P, (p),

die Summationen stets ausgedehnt iiher n =0,1,2,3,... 00, wobei
das grosse N lediglich als Abbreviatur dient fiir » 4 4.

Analoge Formeln gelten offenbar fiir die auf der andern Kugel-
fliche (7,) zu fingirende®Massenbelegung. Sie lauten, falls man irgend
einen Punct auf dieser Kugelfliche mit (z,, w,, ®,, ¥,) bezeichnet,
andererseits aber unter (9, u, @, ¥) einen variablen Punct versteht,
der ganz nach Belieben innerhalb oder ausserhalb der Kugelﬂache (zo)
liegen darf, folgendermassen:

18)  mg="Y% 3B, NgPulu),

(14.) M, = 2a B, g*¥ ,

(15.1) Q=Q®u e v) = Ve B,V P, (&),

(15. a) respective = V9 B, g2 e P, (u);

wo die B, ebenso wie die 4, noch unbekannte Constanten vorstellen,
und wo von den beiden Formeln (15.1) und (15. a) die erste oder
zweite gilt, je nachdem der Punct (9, u, @, ) innerhalb oder ausserhalb
der Kugelfliche (z,) liegt.

Unsere Aufgabe besteht nmun darin, jene Constanten A und B in
solcher Weisc zu bestimmen, dass die Polentiale Q und Q, den Funda-
mentalformeln (2.) entsprechen. Denn solches ausgefiihrt gedacht, werden
alsdann Q und Q, die gesuchten inducirten Potentiale sein. Auch
werden sich alsdann dic gesuchten inducirten Momente «, B, y und
oy Boy Yo Sofort berechnen lassen mittelst der Formeln (3.).
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Bei Behandlung dieser Aufgabe wird offenbar fiir das gegebene
inducirende Potential V ein bestimmter analytischer Ausdruck zu Grunde
zu legen sein. Da nun die inducirenden Krifte dussere sein sollen,
oder (anders ausgedriickt), da die das Potential ¥ erzeugenden Massen
ausserhalb der beiden Kugeln liegen sollen, so wird dieses ¥ z. B. fiir
alle innerhalb der Kugelfliche (z) liegenden Puncte (9, u, @, ¥) ersetz-
bar sein durch das Potential einer gewissen Massenbelegung der ge-
nannten Kugelfliche, also folgende mit (12. i) analoge Gestalt besitzen:

(16.i) V=V(8pu, 9 ) = Vo SAe"P,(u), [innerhalb (z)].

Desgleichen ergiebt sich, dass jenes gegebene Potential ¥V fiir alle
innerhalb der andern Kugelfliche (z,) befindlichen Puncte (&, u, ¢, ¥)
folgende mit (15.1) analoge Form besitzt:

17.i)  V=V(®,u ¢ ) =V DB.e* P,(u), [innerhalb (z,)).

Und da V gegeben ist, so sind die hier auftretenden Constanten A, B als
gegebene Constanten anzusehen. — Bevor wir an die Losung der eigent-
lichen Aufgabe nidher herantreten, mogen noch zwei Bemerkungen ein-
geschaltet werden.

Erste Bemerkung. — Fiir jede der ﬁnglrten Massenbelegungen ist
die Gesammtmasse stets — 0, [vgl. (5.) p. 284]. Somit ergeben sich
aus (11.) und (14.) fir die unbekannten Constanten 4, B folgende

Formeln:
A 2N
(18) % !
> B¢ = O.

Zweite Bemerkung. — Was die in der Kugel (z) inducirten magne-
tischen Gesammimomente A, B, I betrifft, so ist z. B. nach (7.) p. 284:

A==ffnxd6,

die Integration ausgedehnt iiber alle Oberflichenelemente do der Kugel
(v). Substituirt man hier fiir %, x, do ihre analytischen Ausdriicke:

n="Y% S4,Ng"P.(), [nach (10},

& —e”
T=0-—yr—, [nach (11) p. 102],

do — ‘“’fﬁfd"’, [nach (32)) p. 108],
so folgt sofort:
A=2 ff(e L S4.N¢"P.(w)) duds.
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Nun ist aber

1 8
ﬁ = ze_N‘;Pﬂ (l")» [mm}l (35 a, b) p- 110]7
also falls man nach = differencirt, und beachtet, dass Yp=e"+e~—2pu

ist:

also mit Riicksicht auf (9.):

e —e*
= =92 SNg"P.(u.
Ve q¥ Py (u.)

Dies in A substituirt, erhilt man: _
2a* . ‘ .
A="" [[ (2 Ng"Pu(p)) (D40 Ng" Pa(w)) dudeg.
Die Integration ist zu erstrecken iiber w=—1...4 1 und iber

¢=0...2x. Somit ergiebt sich mittelst der bekannten Integral-
eigenschaften der Kugelfunctionen-

(19.) A="" 34,(Ng") %7 = 4a® S4.Ngv.
Ferner ist nach (7.) p. 284:

B=/fnyds und I= [[ nsde.
Hieraus aber folgt, weil die Dichtigkeit 5 symmeirisch in Bezug auf
die z-Axe ist, sofort:
(20.) B=0 wund T =0.
Mit (19.), (20.) analoge Ausdriicke ergeben sich fiir die in der
andern Kugel (z,) inducirten Gesammtmomente A B,, l,; sodass man
im Ganzen folgende Formeln erhilt:

@1) A=+ 4a* D4, N¢*¥, B=0, TI=0,

' A, = —4a* XB,Ngt*, B,=0, T[,=0.
Bei diesen Ausdriicken ist im Auge zu behalten, dass die z-Axe, nach
welcher A und A, gerechnet sind, vom Pole 4'(— oo) zum Pole 4 (o),
also vom Centrum der Kugel (z,) zu dem der Kugel (z) liuft, vgl. (8.).-

Hiermit hingt das entgegengesetzte Vorzeichen in den Formeln (21.)
zusammen.

Ich bhabe hier die Formeln (21.) nach der Chwolson’schen Methode
entwickelt. Die Kirchhoff'sche Methode ist vielleicht noch einfacher.
Kirchhoff' geht aus von der Formel (4.)

e = fJ, («3% + 5% + 5 3%) dwayas,
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T die reciproce Entfernung des Volumelementes dxdydz (dessen

Loordinaten x, y, z sind) von dem beliebig zu withlenden Punct p vor-
stellt. Bezeichnet man diese Entfernung selber mit E, und die Coordi-

naten des Punctes p mit a, b, ¢, so folgt:

- b — —
Q(p) — [' a(a — x) 4 f( - Y+y(c—2) dxdydz
® E .
Liisst man jetzt den Punct p lings der positiven z-Axe ins Unendliche,
oder wenigstens in exorbitante Entfernung riicken, so wird E fir alle
Volumelemente dzdydz der Kugel nahezu comstant, ferner ~ — =

o
nahezu = 1, wiihrend b E’ Y und & —E—I £ pahezu = 0 werden; sodass

man also mit grosser Annéherung erhilt: .

E*Q(p) = ffj; edzdyde, d.i =A.

Diese Formel: A = E*@Q(p) kann aber offenbar, weil der Punct p in
superlativer Entfernung liegt, auch so geschrieben werden:

@) A = (4p) (4'p) - Q(»),

wo (Ap) und (A'p) die beiden Polabstinde des Punctes p vorstellen.

Sind nun (8, p, 9, ¥) die dipolaren Coordinaten dieses auf der positiven

z-Axe in superlativer Entfernung befindlichen Punctes p, so ist offenbar

¢ = 1, ferner & positiv und nahezu = 0. Demgemiiss ergiebt sich:
(4p) (Ap) =8 =12 = 2% [vgl.(25) p. 105

L4 e? + e —2’ g ") P ’
und ferner:

Q(p) =Ve* + % — 2 J4,9%e", [aus (12.3))
Dies in (a.) substituirt, erhdlt man:
40’ 4 PV
A=—% "5

. e’—e’

(b)

Liisst man jetzt schliesslich, um dieser nur niitherungsweise giiltigen
Formel (b.) vollige Strenge zu verleihen, den Punct p lings der posi-
tiven z-Axe wirklich #ns Unendliche rlicken, mithin & = 0 werden, so
verschwindet gleichzeitig Nenner und Zithler des Ausdrucks [der Zihler
zufolge (18.)]. Nach bekannter Regel ist daher:

4a* 4, Ng¥e 4
(e) A=1{,/,3 _3 .o
F) (e’ te 2) 9=0
oder was dasselbe:
@) A=4a* A, N,

was mit (21.) iibereinstimmt.

Neumann, Hydrody ische Untersucl 19
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§ 10.
Fortsetzung.

Es handelt sich um die Berechnung der noch unbekannten Con-
stanten 4, $. Diese sind so zu bestimmen, dass die fiir @, @, auf-
gestellten Werthe den beiden Fundamentalformeln (2.), d. i. den Glei-
chungen:
o[a+ne+1@ + M)

(22) EP =0, auf der Fliche (7),
0 , v
(22)o aQ" T [0+ %) Q°;: L@+ V] _ 0, auf der Fliche (z,),

Geniige lelsten, wo die n die dussern, dic v die tnmern Normalen der
beiden Flichen vorstellen. Es wird ausreichend sein, die eine von
diesen beiden Fundamentalformeln, etwa (22.), wirklich zu bilden.
Denn alsdann wird sich die andere (22.),, der Symmetrie zufolge, von
selber ergeben.

Auf der den Pol A(o0) umschliessenden Kugelfliche (z) gelten fiir
eine beliebige Function F' die Formeln [vgl. (33.), p. 109]:

oF oF d&_aF( _w) 1 BF O0Fde OF v

an 08 dn o8 7 2a)7 W T 09 dv ~ 09 24’
oder genauer geschrieben die Formeln:
oF__(201) | oF_ | (w0F)
on 2a 08 /9= oy 2a 08 )5—
Demgemiiss geht die Fundamentalformel (22.) iber in:
g a1+ + 1(Q, + V)])
28 i 9=

(23)

wo absichtlich das erste @ horizontal iiberstrichen ist. Unter diesem

Q ist niimlich, wie aus (22.) ersichtlich, der Werth ausserhald der
Kugelfliche (7) zu verstehen; wihrend die #ibrigen in (23.) vorhandenen
Gréossen @, @, V die Werthe der betreffenden Potentiale innerhald (r)
repriisentiren. Nach (12. a) ist daher:

(24) Q@ =V Z4.¢*" " Pu(p),
wihrend andererseits aus (12.1), (16.i) und (15.a) folgt:
Q=V4 AL (u),
(25.) V="V A D, (n),
=V SB.¢2¥e ¥ P, (u).
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Zur bequemern Rechnung mégen nun die Bezeichnungen 4, B,, C, ein-
gefiihrt werden:

(26) {L=AW"m=&ﬁ»
Co= (1 + 1) 4y + A(Ax + BL);
auch modgen zur Abkiirzung die Differenzen der 4 mit a, die der B
mit b u. s. w. benannt werden, in folgender Weise:
== An - An—l; a’:l == -A-:l - A;—l; O = Au _— An—ly

(27-) {bu = Bn - Bn—-l, ,I = B:l - B;-——l, ﬂn = Bn - Bn——l,

= Cu - Cn-—l .
Alsdann folgt aus (24.), (25.) mit Ricksicht auf (26.) sofort:
(28) Q=V¥ S4,e" P (u),
(29.) (14 DQ+ 4V + @) = Vv SCuc ™ Po(u).

Differenzirt man aber diese beiden letzten Formeln nach #, und ver-
fahrt man dabei nach Massgabe der frither aufgestellten allgememen
Formeln (&), (3.) p. 120, so erhdlt man:

(30) 22 — ;71:0‘ S (nancd®D% — (n + 1) Gry2e¥+%) Py (u),
31) 3[(1+I)Qa-;l(V+Qo)]____ 2( Beae— D2 L (n4-1) oy VHD9) P, (),

wo die a, und ¢, die in (27.) angegebenen Differenzen vorstellen. Sub-
stituirt man schliesslich die Werthe (30.), (31.) in die Fundamental-
formel (23.), so gelangt man zu einer Formel, die auf der Kugelfliche
(z) fir jedwedes g gelten muss, und in welcher daher die Coefficienten
der P,(u) eingeln = O sein miissen. In solcher Weise erhilt man die
Gleichung:

(32.) [nane™ V" — (n+ 1)apy16¥H07] - [ney e 1 — (n4-1) ¢ e ¥ H117]=0,
wo n=0,1,23,.... Multiplitirt man diese Gleichung mit ¢—¥+r .
und beachtet, dass ¢~ = ¢ ist (9.), so folgt:

(33) [naag® — (8 + 1)aas] + [16n — (0 + Denyag?lg™ = 0.
Und diese Gleichung nimmt, weil nach (26.), (27.)

Cu = (1 ++ A) Ay + A(As + B.),

¢ = (14 )ax + A(an + B2)
ist, die Gestalt an:

avg* — (v + 1)anp)

34) + (14 2) ray — (0 + Danag'le | _

+ 4 [nay — (2 + 1) @nt19]g™

+ 4 06, — (» + Dbtag”l g™
19% -
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Es bleibt noch iibrig, in der ersten und letzten Zeile dieser Formel,
die accentuirten Hiilfsgrossen a', ¥ durch die eigentlichen Grossen a, b
resp. A, B zu ersetzen. Nun ist nach (27.) und (26.):

Op = Ay — Ay = A g™ — A8,
oder was dassglbe:
a, =[A4,¢ — An1]g***, und folglich:
[ = [4nt1q" — 4.]¢*V.
Substituirt man hier fiir 4, und A,;, die aus den Relationen
On =4y — Apy und Gypy = Apps — 4a
entspringenden Werthe, so erbélt man:
an = [4nq® — (4s — @)1,
i1 = [(An + Gat1)q® — 4a]¢° y
oder anders geordnet:
(x) ‘a',. =[a —A4.(1— ¢,
1 = [@np1g® — Au(1 — ¢°)]¢*Y;
woraus fiir die erste Zeile der Formel (34.) folgender Ausdruck resultirt:
)  Mang®— (1) anp]=[na—(n+1)an19"1¢" + 4a(1 —fl’)Q’”-
Vollig analog mit (x.) ergeben sich ferner die Relationen:
) [ = - B.(1 — a)le™,
brtt = [bat193 — Ba(1 — q3)143%;
und hieraus resultirt fiir den Ausdruck vierter Zeile in (34.) der Werth:
(@) [nbs — (» + 1)bt1g®] = [nbs — (8 + 1)bataf?q5103"*
— B.(1 — ¢)) [» — (n + 1)*1g3"*,

.wo = qq, ist; vgl. (9.). — Substituirt man schliesslich die Werthe

(4.), () in die Formel (34.), so folgt, falls man gleichzeitig die ganze
Formel durch ¢*¥ dividirt, und iiberdiess beachtet, dass g}¥—%=g3*—1 ist:

@+ man—n+1)a0119"]+ 4. (1—¢%)
35)] +Alnay—(m+1)at14?) =(.
FA([nba—(n+1)bu1/*q]— Bu(1—g}) [n—(n+-1)"Dgg>—*
Dies also ist diejenige Gestalt, welche die Bedingung (22.) schliesslich
annimmt, sobald man in derselben fiir Q, @, V ihre analytischen Aus-
driicke substituirt. Und man iibersieht nun sofort, dass die parallel

stehende Bedingung (22.), bei analogem Verfahren folgende analoge
Gestalt annehmen wird:
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(2+420)[1bn —(n+1)bt1 4514 Ba(1—45)
(B3 HAg[nfa—(n4-1)Bur14l] =0.
FAy([nar—(n+1)anisf ¢’ —A4a(1—g*)[n —(n+1)f*])g**

Diese fiir n =0, 1, 2, 3, ... geltenden Gleichungen (35.), (35.),
enthalten theils gegebene, theils unbekannte Coustanten. Die ersteren
sind dargestellt durch die magnetischen Constanten 4, 4, [vgl. (1.)
p. 283], ferner durch die von der Grosse und relativen Lage der beiden
Kugeln abhiingenden Constanten g, ¢, f; endlich durch die ih dem ge-
gebenen Potential ¥ enthaltenen Constanten A,, B, [p. 287], und durch
deren Differenzen «, = (Ay — Ap—1), B» = (Bx — Bu—1). Andererseits
sind in die unbekannten Constanten dargestellt durch die in den un-
bekannten Potentialen @, @, auftretenden Constanten 4,, B, [p. 286],
und durch deren Differenzen a, = (Ax — An—1), by = (Bs— B._1).
Es wird zweckmiissig sein, die a,, b, nur als Abbreviaturen fiir diese
Differenzen anzusehen; sodass also dann die in den Gleichungen (35.),
(35.), enthaltenen unbekannten Constanten lediglich die A,, B, sind.

Was nun den eigentlichen und nicht gerade ganz leicht zu er-
kennenden Charakter der Gleichungen (35.), (35.), betrifft, so ist im Auge
zu behalten: erstens, dass die beiden Fundamentalformeln (22.), (22.),
wie besonders betont worden ist*), zur vollstindigen-und eindeutigen
Losung des magnetischen Problems, also zur vollstindigen und ein-
deutigen Bestimmung der unbekannten Potentiale @, @, ausreichend
sind; sweitens, dass diese Potentiale nothwendiger Weise darstellbar
sein miissen durch die friiher angegebenen, mit den noch unbekannten
Constanten A4,, B, behafteten Reihen [p. 286]; endlich drittens, dass
die Gleichungen (35.), (35.), schlechterdings Alles enthalten, was iiber-
haupt aus jenen Fundamentalformeln (22.), (22.), in Betreff der Con-
stanten A,, B, eruirbar ist. Aus diesen drei Thatsachen folgt sofort,
dass die Gleichungen (35.), (35-), ausreichend sein miissen zur wirk-
lichen Bestimmung der in jenen Reihen vorhandenen constanten Coef-
ficienten A,, B,. '

Dem scheint nun allerdings durch die Form dieser Gleichungen
widersprochen zu werden. Denn dieselben haben, falls man fiir a, und
by ihre eigentlichen Bedeutungen (4, — A.—) und (B, — B.—1) sub-
stitnirt, die Gestalt der frither besprochenen Formeln (Y.), (Z.) p. 273;
sodass also zur wirklichen Bestimmung der 4., B. noch gwei Glei-
chungen zu fehlen scheinen. Diese scheinbar noch fehlenden Glei-
chungen finden ihren Ersatz und miissen ihren Ersatz finden durch

%) Vgl. die letzten Zeilen auf p. 283.
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den Umstand, dass die Reihenentwicklungen der Potentiale @, @, nicht
divergent sein diirfen.

Um die Hauptsache zusammensufassen: Dic in den Entwicklungen
der Potentiale @, @, {p. 286] vorhandenen Constanten A,, B, sind noth-
wendiger Weise vollstindig und eindeutig bestimmi

() ..... durch die fir n =0, 1, 2, 3, . .. geltenden Gleichungen (35.),
(35.)y; und dancben

B.) -..:. durch den Umstand, dass jene Entwicklungen convergent
scin miissen.

Deun wollte Jemand das Gegentheil behaupten, so wiirde er damit die
Behauptung aussprechen, dass die Fundamentalformeln (22.), (22.),
p. 290 zur vollstindigen und eindeutigen Losung des magnetischen
Problems unzureichend seien; — eine Behauptung, die sicherlich
falsch ist.

Sehr erwiinscht wiirde es sein, wenn man die Anforderung (B.)
irgendwie abschiitteln, und durch bequemere Bedingungen ersetzen
konnte. Und ein solcher Ersatz scheint dargeboten zu sein durch die
friiher gefundenen Relationen

() S4.¢" =0 uwnd SB.g" =0,  [vgl p. 287].

Es entsteht also die Vermuthung, dass die Constanten 4,, B,, statt durch
(ee.) und (B.), viclleicht auch durch (e.) und (p.) bestimmt sein konnten.
Das aber ist leider nicht der Fall. In der That lisst sich zeigen, dass
die Gleichungen (y.) cine unmittclbare Conscquens aus den Gleichungen
(ee.) sind, und dass also jene An, B, durch (a.) und (y.) ebensowenig be-
stimmt sind, wie durch (a.) allein.
Erster Beweis. — Wie schon bemerkt, repriisentiren die Gleichungen
(e.), d. i. dic-Gleichungen (85.), (35.), Alles, was iberhaupt aus den
beiden Fundamentalformeln (22.), (22.), zur Bestimmung der 4_, B,
extrahirbar ist. Jene Gleichungen (y.) entstammen aber derselben Quelle;
denn sie entspringen aus der Thatsache, dass die Gesammtmasse eiuner
jeden der beiden fingirten Belegungen = 0 ist; und diese Thatsache
ihrerseits war eine Folge jener beiden Fundamentalformeln. Da nun die
Gleichungen (o.) Alles repriisentiren, was diberhaupt aus den Fandamental-
formeln fir A,, B, abzuleiten mdglich ist, die Gleichungen (y.) aber
ebenfalls aus diesen Formeln abgeleitet sind; so miissen die Gleichungen
(y.) in den Gleichungen (a.) schon mitenthalten sein. — Q. e. d.
Zweiter Beweis. — Die crste der Gleichungen (a.), niimlich (85.) ist,
falls man rickwiirts geht, identisch mit (34.), ebenso mit (83.). In
dieser friiheren Gestalt (33.) lautet sie:

[nahg® — (n + Dang] + (nea — (0 + 1)cat1¢’1g™+H = 0,
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oder falls man n successive = 0, 1, 2, 3, . . . setzt:
[0—1lai]+ [0—1¢¢’lg =0,

[1a1g® — 2ab] + [1¢, — 2¢,¢%]¢* = 0, .

[2a24* — 3a3] + [2¢, — 3¢,¢%1¢°* =0,

[3asg® — 4di] + [3es — 4e,¢*lg" = O,

ete. ete. etc.
Hieraus folgt durch Addition sofort:
(@— 1 (lar + 203 4 3as + 4a1 4 ...) =0,

oder weil der erste Factor ¢* — 1, als von 0 verschieden, fortzulassen

ist, und {iberdiess a;, durch seine eigentliche Bedeutung 4, —4,_)
ersetzt werden kann: :

: (i 245+ 34+ 440+ .. )| _,
—(A;,+2A1+3A;+4A§+...)} '
oder was dasselbe ist:

— Ay — Ay — Ay — A5 ——...=0.
oder kiirzer geschrieben: ) ) . ~

sS4, =0, o

die Summation, wie gewdhnlich ausgedehnt iiber n =0, 1, 2, 8, . ..
Nun ist aber A7 nur Abbreviatur fir A”q’” [vgl. (26.)]. Somit folgt:

24.g* = 0.
Und dies ist die erste der Gleichungen (y.). Somit haben wir gezeigt,
dass diese erste der Gleichungen (y.) eine unmittelbare Consequenz repri-
sentirt aus der erstem der Gleichungen (@.). Dass dieselbe Beziehung
obwaltet zwischen der zweiten Gleichung (y.) und der zweiten Gleichung
(z.) bedarf keiner Erliuterung. — Q. e. d.

Bemerkung. — Hiermit héngt der schon angedeutete Irrthum
Chwolson's zusammen, der darin besteht, dass die Gleichungen (y.) als
unabhingig von den Gleichungen («.), und mit diesen Gleichungen (a.)
-zusammengenommen als ausreichend zur Bestimmung der 4., B, an-
gesehen werden. Derselbe Irrthum ist auch iibergegangen in das
Kirchhoff’sche Referat. Dabei sei erwihnt, dass Chwolson und Kirch-
hoff die' Gleichungen (a.), d. i. (35.), (35.), in wesentlich anderer Gestalt
geben, zu der man in folgender Weise itbergehen kann.

Man fithre statt der A, B, A, B andere Constanten ein: A*, B¥,
A*, B* indem man setzt:

(36.) 4, = A", B.= Biq;",
Av=Ai?, B, = Big;”.
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Ersetzt man nun in (35.) zuvorderst die a,, a,, by durch ihre eigent-
lichen Bedeutungen (4, — Aa—1), (Ax — A1), (Bx — Bn—1), und fithrt
man hierauf [mittelst (36.)] statt der 4, B, A, B, die neuen Constanten
A* B* A* B* ein, so nimmt die Gleichung (35.) die Gestalt an:

(@4 0)[ s o (CEOEDD) g1 4 up1)az ] - 1L a2
(B1)] 44 [nA:_l— (’ﬂ&i”—“) A 4 (n+ 1)A:+1] L —0;

| +a[3m (RO By e 1B 3

wihrend andererseits die parallelstehende Gleichung (35.), bei gleichem
Verfahren folgende Gestalt annimmt:

b o () ]S
BTy +4 [n Bi1— ("Mi) B+ (n+ 1)B:+.] L —o.
.L i [ . n+(n+ )ﬁ) +(n+ l)fA,.+1]f"+_;'

Dabei ist f stets = ¢g, [vgl. (9.), p. 284]. Und diese Formeln (37.),
(37.), repriisentiren, abgesehen von einer andern Bezeichnungsweise,
die Chwolson'schen, und ebenso auch die Kirchhoff’schen Gleichungen.
In der That geht z. B. die Formel (37.) genau iiber in die von Kirchhoff
in den Berichten der Berliner Akad. der Wiss. (4. April, 1878, auf
Seite 272 in Nr. 2) angegebene Formel, wenn man an Stelle von

2412 1
_t'; T 4 /, _A:r B:; A:) B:)

i 1?
respective di¢c Bezeichnungen substituirt:
t— 1 1 "]
T, o 0, — -l-, A.., B,., C,., .D,..
Q@ ()

Bei der Miihsumkeit der Rechnungen habe ich es fiir wichtig gehalten,
die Resultate derselben durch eine solche Vergleichung in sorgfiltiger
Weise zu controliren. ’

§ 11
Uebergang zu dem speciellen Fall nur einer Kugel.

Das im Vorhergehenden behandelte magnetische Problem ist in
sofern ein sehr cinfaches, als die allgemeinen Formen der inducirten
Potentiale @, @, sich mit Leichtigkeit angeben lassen. Grosse Schwierig-
keiten bereitet aber, wie im vorhergehenden § gezeigt ist, die Bestim-
mung der in diesen allgemeinen Formen enthaltenen constanten Coef-
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ficienten 4,, B.. Diese Schwierigkeiten werden bestehen bleiben, und
ihr eigentlicher Kern wird noch deutlicher hervortreten, wenn wir
gegenwirtig zu dem speciellen Fall nur ciner Kugel uns hinwenden.
Der Uebergang zu diesem speciellen Fall kann entweder dadurch
bewerkstelligt werden, dass man die Kugel (z,) als unmagnetisch be-
trachtet, mithin x, und 4, [vgl. (1.) p. 283] gleich Null setzt, oder
am Einfachsten dadurch, dass man den Radius der Kugel (z,) zu Null
macht, mithin das g, verschwinden lisst. [Vgl. die geometrische Be-
deutung von g¢,, p. 205 (¢.)). Mittelst dieser letztern Operation geht
die Formel (35.) p. 292 iber in:
(o [+t Do 4 40D o, ..
+4 [nay — (B4 1)ant19’]
Man konnte zweifelhaft dariiber sein, ob wirklich die letzte Zeile jener
Formel (35.) stets fortfillt. Doch sieht man, dass solches der Fall ist,
wenn man jene Formel (35.) fir » =0,1,2,3,... der Reihe nach
hinschreibt, und hierauf erst das ¢, verschwinden lisst.
Es handelt sich darum, mittelst dieser Gleichungen (1.) die in der
Entwicklung

(2.1) Q=0Q® u o v)=Vv 3 4,7 P, (),

::: [vgl. p. 286)
(2. a) respective = V@ N 4,¢*%eM P, (1)

n==0

enthaltenen unbekannten Constanten A, zu berechnen, vorausgesetzt,
dass das inducirende Potential

n=oo

3.1) V=V(0,u9 ) =Vo > AcVP (), [vglp 287

n=0
nebst seinen Constanten A,, gegeben ist; wobei zu beachten, dass a, und
a, nur Abbreviaturen sind resp. fir (4, — An—1) und (Ax — As_y).
Dass die :A, durch die Gleichungen (1.), und durch die zu fordernde
Convergenz der Reihen (2.1, a) vollstindig und cindentiy bestimmt sind,
geht aus unsern friiheren Betrachtungen (vgl. den Satz p. 294) deutlich
hervor. Will man aber diese Bestimmung der 4, wirklich ausfiihren,
so stosst man wieder aunf iihnliche Schwierigkeiten wie frither. Denn
die Gleichungen (1.) sind von der Form:
@2+ — (4, — 4)¢'] + 4,(1 — ¢*) = G,,
@) CHDIA—4) — 24, — A+ 41— ) =G,
) (24 2)2(d, — 4)) — 3(45 — A)q°) + 4,(1 — ¢) = G,
(24 2) [3(4y — 4,) — 4(4, — 4)¢"1 + 4,(1 — ¢*) = G;,
etec. ete. etc.
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wo die G gegeben sind, ebenso 4 und g Man miisste also, bei einem
directen Versuch zur Auflosung, zuvorderst das 4, noch willkihrlich
_lassen, und mittelst der aufeinanderfolgenden Gleichungen successive
A, A,, A, ... als Functionen von A, darstellen. Sodann miisste man
schliesslich diese Werthe in die Reihen (2.1, a) substituiren, und jenes
4, so bestimmen, dass diese Reihen convergiren.

Dieser directe Weg zur Auflésung der Gleichungen erscheint von
abschreckender Schwierigkeit. Umsomehr diirfte es von Interesse sein,
dass man die Auflosung derselben auf einem ganz andern, indirecten
Wege wirklich zu geben vermag. Dieser indirecte Weg bietet sich
fast von selber dar; er besteht darin, dass man das vorgelegte magne-
tische Problem zunichst 1ost mittelst der monopolaren Coordinaten
(d. i. mittelst der gewohnlichen Polarcoordinaten), und sodann diese
Losung  transformirt in die dipolaren Coordinaten. Um niither hierauf
einzugehen, miissen wir zuvirderst die betreffenden Formeln bei Zu-
grundelegung der einen und der andern Coordinaten nebeneinander
stellen. Setzt man, was die monopolaren Coordinaten (r, m, @) betrifft,
das gegebene inducirende Potential '

,=Q
(5. 1) V=2 KrP(m), firr<R,
=0

wo die Coefficienten K beliebig gegebene Constanten vorstellen, so hat
das inducirte Potential @ [vgl. p. 277, 278, (15.) und (19. i)] den Werth:
o e

(6.1) Q=— g jxa K By(m),
wo It den Kugelradius vorstellt. Denkt man sich also fiir einen be-
liebigen Raumpunct (z, y, 2) die monopolaren Coordinaten mit (r, m, ¢)
und die dipolaren Coordinaten mit (&, u, @, ¥) bezeichnet, und setzt
man zur Abkiirzung:
(1) B, = rP(m), und BW,= Vye " Pa(p),
wo N =1n 4 } sein soll, so kann man die Formeln (5. i), (6.i) und

andererseits die Formeln (2. 1), (3.1) in folgender Weise nebeneinander
stellen:

fir r <R,

Ist das inducirende Potential
V gegeben in der Form:

(8) V= ;K,%,,

wo die K gegebene Constanten vor-
stellen, so wird das inducirte Po-
tential @ den Werth haben:

Ist andererseits das snducirende
Potential V' gegeben in der Form:

V= ZAﬂ%n)

wo die A gegebene Constanten
vorstellen, ‘so wird das snducirte
Potential @ den Werth haben:
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©) e=— 27K, ¢= 4.8,

wo 4 und ¢ gegebene Constanten | wo die A4 noch unbekannte Con-

bezeichnen [vgl. p. 278, (18.)]. stanten sind.

All' diese Formeln beziehen sich auf Puncte innerhall der ge-
gebenen Kugel; und alle Summationen sind nach dem betreffenden
Jndex (j oder #) von O bis co ausgedehnt Es handelt sich nun darum,
mmittelst dieser Zusammenstellung, jene noch unbekannten Constanten
—A wirklich zu bestimmen. Zu dlesem Zwecke sind die B in die W,
wund umgekehrt die B in die B zu transformiren. Die betreffenden
“Transformationsformeln lauten, wie spiiter gezeigt werden soll, folgender-
=nassen:

Cl0) B, = JpW,, B, = .;Sﬁ}' B,

~wvo die y und B gewisse Constanten sind. Substituirt man diese Werthe
«der B in die Formel (8.) rechler Hand, d. i. in die Formel:

<a) V= \Ap%m
= ndem man gleichzeitig p fiir » setat, 8o erhilt man:
<3§) V=%;Mm$

MDiese letzte Formel driickt das V als eine Function der %; aus, und
= st also analog mit der Formel (8.) linker Hand. Demgemiiss ergiebt
==ich, auf Grund der Formel (9.) linker Hand, fiir das inducirte Po-

Wential Q der Werth:

o JjAd
<7) =— ‘,',S‘,: .7'JT5 Ay BB,
<«cder, falls man hier fiir die B ihre Werthe (10.) substituirt:
5 jié
(‘,') Q=— 2‘}EJJ+6 Apﬂ.’i'y:‘%ﬂ

MDiese letzte Formel (3.) driickt das @ als Function der W aus, und
mrmuss also identisch sein mit der Formel (9.) rechter Hand. Durch
_  Wergleichung der beiden Forineln ergiebt sich daher:

Ny jis
< 11) 4= — 22 L5 A,

«xder ausfithrlicher geschrieben:
<12) Av= DA+ AIA -+ AA -,
~wovo die A die Werthe besitzen:

<13) A,——z ’f‘, 7
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Und diesc Formel (12.) reprisentirt also dic Auflosung des in Rele
stehenden Systems von Gleichungen (1.), resp. (4.). Es bleibt nur noch
iibrig die in (12.) oder vielmehr in (13.) enthaltenen Constanten g, y
zu bestimmen; das soll im folgenden § geschehen. Doch mag schon
hier das schliessliche Resultat dieser Untersuchung mitgetheilt werden.
Wir werden die Werthe der f, y berechnen, und finden, dass die
Formel (13.) bei Substitution dieser Werthe die Gestalt annimmt:

16!

— (1 — o\ gt V F LI 1
(14)  H=—a—aer I B0, o

wo die O,; (—) und O,,,( ) gewisse Functionen von q_ also vou ¢
vorstellen, auf welche spiter genauer einzugehen sein wird. Vgl. p. 307.

§ 12.

Ueber die Transformation von den monopolaren Coordinaten auf
die dipolaren, und umgekehrt.

Das Centrum ¢ der gegebenen Kugelfliche (v) befindet sich auf
der positiven z-Axe, und besitzt die dipolaren Coordinaten & = 2¢ und
u = 1. Ueberdiess ist statt des po- x
sitiven Parameters v der Kugelfliiche
hiiufig der positive ichte Bruch

(1) g=c—"

cingefiihrt worden,;dessen geometrische P (@)

Bedeutung bekannt ist (p. 205). Be-

zeichnet man die beiden Pole mit ,-l <@, 8,9, r,m

A(o0) und A’(— o), ferner den An-
fangspunct des Systems (z, y, 2) mit

0, s0 haben der Abstand (oc) und der 1¢@9)
Kugelradius R die Werthe: 1 4(o)
(o) =a it : [(55.) p. 138),
@) N B —
R=a; v [(56.) p. 138,
rd (— @)

wo 2a = (A A’) den gegenseitigen Ab- |

staud der beiden Pole vorstellt. Dem- '

gemiiss ergiebt sich [vgl. die beistchende Figur]:
(4¢) = (o¢) — a,
A'e) = (00) + a,
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oder, falls man fiir (oc) den Werth (2.) einsetzt:
_ 242 C
(Ac)—af_—q;, d. i q.R,

@)
’ 2 . R
(.A.C =aI—_—_E;,, d. 1. =?,
mithin z. B.:
) A

Dies vorangeschickt, betrachten wir einen beliebigen Raumpunct p (9, g,
@, ¥), und bezeichnen die dem Centrum ¢ und der z-Axe entsprechen-
den monopolaren Coordinaten desselben mit (7, m, @) der Art, dass r
den Abstand des Punctes von ¢, und m den Cosinus desjenigen Winkels
w vorstellt, unter welchem r gegen die positive Axe geneigt ist. Wir
stellen uns dic Aufgabe, die Function

(5) B; = 1 P)(cos w) = r; F;(m)

auszudriicken durch die dipolaren Coordinaten (9, u, @, ¥) des betrach-
teten Punctes p. Doch wollen wir dabei der Begquemlichlkeit willen an-
nehmen, dieser Punct p liege stets oberhalb der yz-Ebene, sodass also
seine Coordinate & stets positiv blebt. _

Zur Losung der Aufgabe benutzen wir (vgl. die Figur) einen auf
der positiven z-Axe in sehr grosser Entfernung befindlichen awxiliaren
Punct p,; sodass wir also im Ganzen zwei variable Puncte haben,
nimlich:

©) {

Demgemiiss erhalten wir fiir den gegenseitigen Abstand (pp,) dieser
Puncte die Formel:

» mit den Coordinaten &, p, @, ¥ und r, m, ¢,
und p, mit den Coordinaten 9,, 1, *, ¥, und 7, 1, .

j_uo ;
1
) (rpy) ;:', T Bilm),
und andererseits auch die Formel:
1 . Re=® _ .
(8.) (PPI) = }/—;L/'P Ve”ﬂ NP, (H), (Vgl p. 110).

Man iiberzeugt sich von der Richtigkeit dieser Formeln (7.), (8.), falls
Inan nur beachtet, dass p oberhalb der yz-Ebene, und andererseits p,
auf der positiven z-Axe in superlativer Entfernung liegen soll. Bedient
Iman sich der Bezeichnung (5.), und setzt man ausserdem:

) B, = Ve Pa(p),
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so kann man die Formeln (7.), (8.) auch so schreiben:

1 J=® 41
(10) o = jg) (,) B;,

1S V“" 9.)

(11) @) — = e ) B, ;

und durch Gleichsetzung dieser beiden Ausdriicke muss es moglich sein,

die B durch die W darzustellen, und somit die gestellte Aufgabe zu losen.
Setzt man zur augenblicklichen Abkiirzung (Ap,) =e¢ und (4'p,) =9,

so ist bekanntlich:

1 1 i
gy Y L und e =, (vl p. 105, 28],
mithin: :
Ve ns ) —
(13.) Sa eV VOO ( ,..H)

denn es ist N =1n 4 }. Aus der geometrischen Bedeutung von ¢ und
¢’ ergiebt sich aber ¢ = (Ap,) = (4¢) + r, [vgl. die Figur], und ebenso:
¢ = (Ap)=(4c) + r,. Somit folgt:

(4o
Vo no _ [0 +n]T _[‘+ ]
(14) 0 — —

2a (o) + n™ [, " (Ac)]"+‘ ’
oder, falls man fiir (A4'c) den aus (4.) entspnngenden Werth substituirt:
[ (49 1 ] .
Vo ns, _ AT
(15) T O = _[_ oy (Ac)]n+l

Der hier auf der rechten Seite stehende Ausdruck hat, bei Fortlassung
des Divisors r,, die Gestalt:

a—pga)°
(&) a—prtt’

wo f einen dchien Bruch vorstellt*). Denkt man sich diesen Ausdruck
(A.) nach Potenzen von 8 entwickelt, so werden dic auftretenden Coef-
ficienten nur noch Functionen von z sein. Wir bezeichnen diese Func-

4o
o
sehr kleiner dchter Bruch, weil der Punct p, in ungemein grosser Entfernung sich
befindet, mithin r, von exorbitanter Grisse ist [vgl. die Figur p. 300).

*) Setzt man nimlich den Quotienten — = @, 8o ist in der That # ein
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.

tionen mit O(z), oder genauer mit O(x), und schreiben demgemijss
die in Rede stehende Entwicklung folgendermassen:

a—par _ o
(B) g — 2 b 0@

Multiplicirt man diese Formel mit a® wo « ein beliebig gewihlter
dchter Bruch sein soll, und summirt sodann iiber 2 =0,1,2,...00
so erhilt man:

)

oder was dasselbe ist:

(©) T Erp T = S P 0@

Aus dieser Formel (C.) erkennt man sofort, dass die Function 0i(x)
in Bezug auf # und j symmetrisch, dass also

(D) . 0i(2) = 07(2) = On(z) = On(2)

ist. In der That sollen die hier in (D.) angegebenen Bezeichnungen
weiterhin promiscue gebraucht werden, je nach der augenblicklichen Be-

quemlichkeit. Auch folgt aus der durch (B.) gegebenen Definition
der Functionen O sofort, dass z. B.

(E) 0} (x) identisch =1 ist.

Dies eingeschaltet, kann man nun die Formel (15.), mit Riicksicht
auf (B.), (D.), auch so schreiben:

va. o9 — T’”"( (Ac)) (
1 =0

oder, weil (4c) = Rq ist (3.), auch so:
Vo o, > (— R/ 1\’
=T (i)
Dies in (11.) substituirt, erhélt man:

n=—w j==o®
1 _ v y(= Rq)’
@) 5 ,é: f + On (qq)QB
Vergleicht man aber diese letzte Formel mit der fritheren Formel (10.),
so ergiebt sich, weil zwischen beiden fiir beliebige Werthe des (ex-
orbitant grossen) r, Uebereinstimmung stattfinden muss:

16) B =3 (— Reyoy (L),
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oder einfacher geschrieben:
(17) B = (— Rey 3 0y (%) B..
=0 99

Nachdem wir in (17.) die B durch die B ausgedriickt haben, wollen
wir jetet umgekehrt dic B durch die B darsustellen versuchen. Zufolge
der Bemerkungen bei (12), (13.), (14.) ist:

= _Up) A9+ n
Q (Apl) 4oy 41’

folglich:
[(4e) + nr)e’ = (d'c) + 1y,
oder, falls man diese Gleichung nach r, auflést:

r, = — A9 = (Age™

1—en ’
oder, weil nach (3) (Ae)y= = R und (Ac) = Rq ist:
2 9,
r, = _ R 1—ge¢

q 1—en

G =8 Goga)”

Multiplicirt man dies mit der bekannten Formel:
3,

mithin z. B.:

1 - 1
V; = —¢? —_—e's"‘, [Vgl. (a.) Pp- 103],

1
so folgt: s

(18) V—% (;ll—)ﬁl —e* 4 R R) [( 1 (!’;_:;’));H]

Der hier in der eckigen Klammer enthaltcne Ausdruck kann auch so
geschrieben werden:
5
( q:,s. L

gy
und ist daher nach (A.), (B.), (C), (D.) p. 302 in die Reihe ent-
wickelbar:

S @0y (2)

*) In diesem Aunsdruck ist &, nahe = 0, weil der Punct p, Busserst weit

entfernt sein soll. Folglich ist daselbst das Product qge"‘ nahesu = q’, mithin
ein dgchter Bruch.
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Somit folgt aus (18.):

w0 Y1 S ()

wo N =mn + } ist. Substituirt man diesen Werth (19.) in die Ent-
wicklung (10.):
: . j=» 1

1 = 1— (-) sBj,
(rP) Ve, =0V, \N

so erhiilt man:
20 s aY in 0 1
(20) (ppl)_le _g = ( 15) 7€ '0""((1') By

"Vergleicht man jetzt diese letzte Formel (20.) mit der friiheren
Formel (11.):

Nn=—=2
1 N (‘1_ c”"")?m,.,
PP Ve, = \20

und beachtet man, dass beide Formeln mit einander iibereinstimmen
miissen fiir belicbige Werthe der sehr kleinen Coordinate &, des ex-
orbitant weit entfernten Punctes p,, so ergiebt sich sofort:

5 (- ) o )0
(21.) B=2F ( %) @0y, ) B
oder besser geordunet, und mit Riicksicht darauf, dass 2;? =(1—¢)
ist [vgl. (2)]:

(22) B, = (1~ S (— 5 0u () B

Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: Bezeichnet man fiir
irgend einen Punct (8, p, @, ¥) dic auf p. 301 besprochenen monopolaren
Coordinaten mit (r, m, @), und sctzt man zur Abkiircung:

(23) B, = 1 By(m), B, = Voo Pu(u),

so finden zwischen diesen Functionen B, B folgende Beziehungen statt:
~N 1

(24)  B=(—Ray > 0,(2) B, Mmach 17)),
n=0

@) W= -3 (—4)0u(l) B meeh 2

wo die Oy dic in (A.), (B.), (C.), (D.) p. 302 definirten Functionen vor-
stellen. Doch st bei der Ableitung dieser Formeln (24.), (25.) die Vor-
aussetzung gemacht worden, dass der betrachtete Punct (9, u, @, ¥) oder
(r, m, @) oberhalb der yz-Ebene liege, dass mithin seine Coordinate &

Neumann, Hydrodynamische Untersuchungen. 20
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positiv und nicht gleich Null sci. Zur Abkiireung kann man nun diese
Formeln (24.), (25.) etwa so schreiben:

(26.) B, = /i B,,
n=0
j=o .
(27) ’ B, = Eﬂjn B;;
=0

wie solches 2. B. frither in (10.) p. 299 bereits geschehen ist. Und hieraus
folgt, dass dic damals eingcfiihrien Constanten y, B dic Werthe haben:

(28) 7= (= Ray 0, (%),

(29)) B=0—q)" (* ;Iz)j 0w (qlq )

Bildet man also z. B. statt B das p}, und multiplicirt dieses mit ),
so folgt:

(30.) gri=(1— a0, )0u (L)

An die letzten Formeln schliesst sich fast von selber eine wichtige
Bemerkung an. Am (27)) erhiilt man nimlich (p statt » gesetat):

el
B, = \ p%j;
¢ j=0
also, falls man fiir B; den Werth (26.) substituirt:
smp= > .)1 "%%M
=0 =0
oder ausfithrlicher geschrieben:

%}» ?IB <j ? }’:.) (::S: ﬁf 7/1> + """

Hier nun miissen die Coefficienten der M zu beiden Seiten einander
gleich sein. Somit ergiebt sich also, dass

j=o

(31.) 2 Byh=1, oder =0 ist,
=0

je nachdem n gleich p, oder von p verschieden. Substituirt man aber
hier in (31.) fiir das Product 87y, den Werth (30.), so gelangt man
2u dem Satz, dass

(32) = S 17O (qq) Y (qq) 211(1 — ¢’ oder =0 ist,

Je nachdem n gleich p, oder von p verschicden.
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Gleichzeitig ergeben sich fiir die friher erwikhnten Constanten:

n F? 116
(33) == 305 A, [l (13) b 299,

mittelst der Formel (30.) die definitiven Werthe:

(34) By =—(1— (I”)Q"”I_Za'o '7“ 9% On; qq) i (qlq)

Ausserdem aber ergiebt sich aus (32.), um einen Heine'schen
Ausdruck zu brauchen, dass die O die Coefficienten einer ortkoyonalcn
Substitution sind. Ist nimlich swischen zwei Grissensystemen X,, X,
X5 ...minf,, und Y, Y, Y,, ... inf., ein System von Gleichungen
gegeben von der Form:

(35.) X, = "gu (q‘q )- %)

so lisst sich dasselbe sofort umkehren. In der That ergiebt sich aus (32.),
dass diese Umkehrung folgendermassen lautet:

J=®
(36) Y=g (1—¢) > 050] (1) X,
=0 9
Beweis. — Versteht man unter p eine bestimmte feste Zahl, und

multiplicirt man die Gleichung (35.) mit ¢%0}, (ﬁ), und summirt hier-

auf nach j von O bis oo, so folgt:

o) %= 3 (v Frea )

Die hier auf der rechten Seite stehende imnere Summe ist aber nach
(32.) stets = O, ausser fir » = p, und in diesem Fall = —;"Tll*j

q —q
Somit folgt:

S0(E) =1, 5t

Dies aber ist, falls man den Buchstaben p mit n vertauscht, die zu
beweisende Formel (36.). Q. e. d.

*) Zwischen O, und O] oder O findet keinerlei Unterschied statt. Vgl.

(D.) p. 303. Je nach der augenblicklichen Bequemlichkeit soll daher bald diese,
bald jene Schreibweise gebraucht werden.

20*
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Vervollstindigung der erhaltenen Formeln. — Nach (24.), (25.)
ist, falls man fiir die B, W ihre eigentlichen Bedeutungen (23.) einsetzt:

@La) [rBm) = (= Ry S 04 () Veesr.(),

@) [Vaer P =0 — e S (— 50 () #Bom;

wobei zu bemerken ist, dass die eine dieser beiden Formeln aus der
andern durch Umkehrung abgeleitet werden kann, mittelst des Satzes
(35.), (36.). Liisst man den variablen Punct (r, m, @) oder (9, u, ¢, %)
auf die gegebene Kugelfliche (r) fallen, mithin r in R, und ¢ in
¢ = q iibergehen, so nehmen die Formeln (37.a,b) folgende spe-
ciellere Gestalt an:

@0 [ Bm=(a > "0(L) VIR,

@) [VaRw="7"¢" 2 (00 () Bm.

Den Formeln (37. a, b) stehen nun andere zur Seite, die sich aus
ihnen leicht ableiten lassen durch Differentiation nach r. Wollte man
eine solche Differentiation nach r ausfithren bei beliehiger Lage des
Punctes (r, m, @), so wiirden, ausser r selbst, gleichzeitig auch & und
g sich éndern. Einfacher gestalten sich die Dinge, wenn jener Punct
auf der gegebenen Kugelfliche (t), oder wenigstens derselben unendlich
nahe gedacht wird. Denn alsdann wird eine kleine Aenderung von r
nur das &, nicht aber das p afficiren. Bei der genannten Lage des
Punctes ergiebt sich also z. B. aus (37. a) durch Differentiation nach r:

() SR B() = (— Ray X 04(L)- LoPu(u)
*=0 19
wo L, die Bedeutung hat:

L= {5 o) 3],

Hieraus folgt, weil ¥ = (¢* + ¢« — 2p) und 90 = — ¥ jat [(33.)
p. 109]: .

=[Gy @ = = VAN (=55)], s

oder, falls man den Werth & = ¢ wirklich eintreten, mithin ¢ in

den aus (2.) p. 300

¢~ = q iibergehen liisst, und iiberdiess fiir -21&

resultirenden Werth Rfl—q:q?) substituirt:
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L~=‘1n_qT)( Ve ag a" +¢V¢Nq”)

d i.L,=—gq"+1§gV—,)N”

Dies in (f.) substituirt, erhélt man:

®) jﬂ(m)=(—q)f(—§20 YR () ;L S0INWVER (W),

wo zur augenblicklichen Abkiirzung das Argument ﬁ der Function O
unterdriickt ist. Bei eben derselben Bezeichnungsweise aber ist nach
Formel (38. a): -

(b) Py(m) = (— q) 20%¢" V¥ Pa(w).

Multiplicirt man jetzt die Formeln (g.) und (h.) respective mit 1 und
4, und addirt, so erhdlt man die erste der beiden folgenden Formeln:

(39.2) TBm) =10 N0l (L) eVe ),

(39.b) | NuVePulp)=g" (‘!; q’)g- S0 (ﬁ) F;(m);

wo J zur Abkiirzung steht fiir j + 4, ebenso wie N fir n 4 }. Aus
(39. a) ergiebt sich (39. b) sofort durch Umkehrung, mittelst des Satzes
(35.), (36.).
Bemerkung. — Das Flichenclement do der gegebenen Kugel (z)
hat den Werth:
d6 = Rldmdg = 123492

2%, [vgl (32.) p. 108].

Nach (2)) p. 300 ist aber 2a — 1"’_‘*; ), Somit folgt:

*dude

-
Multiplicirt man jetzt die Gleichungen (38.a), (39.a) und (40.) mit
einander, so erhilt man eine Formel, in welcher die ¥ sich fortheben.
Integrirt man also diese Formel iiber alle Elementc der gegebenen
Kugelfliche, so erhilt man mittelst der bekannten Integraleigenschaften
der Kugelfunctionen:

— T *
"'—"(1 qq) 1q:q [ )(aq')] ¢ 2,

(40.) T = dmdo — ( —
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oder was dasselbe ist:

S i if1 : 1
(a') go q |:0n (E):I = (1— qﬂ) q8j ’
Und operirt man andererseits, von (38.a), (39.a), (40.) ausgehend,
genau in derselben Weise, nur mit dem Unterschiede, dass man in
jenen beiden Formeln (38. a), (39. a) zwei verschiedene Zahlen j, etwa
j und j, nimmt, so erhilt man:

6 S oi(%) 0t(%) =0

Diese beiden Formeln (a.) und (f8.) reprasentiren aber den schon frither
gefundenen Satz (32.). Desgleichen fiihrt auch die Multiplication von
(38. b), (39. b) und (40.) zu keinem neuen Resultat.

Neue Resultate aber erhilt man, wenn man z. B. zwei der Formeln
(38. 1), z. B.

Verw="5C¢Va S (— oy ol (3) Bom,
dV—P l—qa ] jS'” JjnJ 1
wnd VR =5 ¢Va 3 070! (33)- Bow,

mit cinander multiplicirt, iiberdiess noch mit

dy d(p [Vgl (40)] ’

multiplicirt, und schhesshch uber die gegebene Kugelfliche integrirt.
Man erhilt alsdann, unter Fortlassung des gemeinschaftlichen Factors 2x:

[T _ o F 0l () i

=1

oder, weil ¢ = 2(cos it) — 2u = 2 (11—_2' — y) ist:

P, P,(w)dp =
. A n-ts-4-1 _* % J( ) j( )
f 1+ =7 221+1 0 19 0 9
—1 2q — ¢
Die linke Seite dieser Formel bat aber, falls s < ist, den Werth:

2 (50 e (50

wo (. die Kugelfunction zwcztcr Art und n'* Ordnung vorstellt. Vgl
das Werk meines Vaters: Deitrdge sur Theorie der Kugelfunctionen
Leipzig bei Teubner, 1878, p. 150. Somit ergiebt sich die vielleicht
beachtenswerthe Entwicklung:
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144 ('_f_«) gt T 4 :( ) oi(L
(41) p( )Q,. F 3 o ,(qq), fiir s <.
Hieraus folgt z. B. fiir s = 0:

1) e(ED)=en 3 4 (L) e @ psos,

und, falls man jetzt auch # = O macht:

(43.) Qo(l_'*'q)—qslogj_}_lqz’

Diese letzte Formel kann sofort verificirt werden. Denn nach der
Definition von @, -ist bekanntlich:

Qo () = log c+ : . Us w

Zweite Bemerkung. — Um von der analylischen Bedeutung der
Transformationsformeln (37. a, b) eine Vorstellung zu geben, will ich
noch Folgendes bemerken. Man kann die monopolaren Coordinaten
r, m des betrachteten variablen Punctes leicht durch seine dipolaren
Coordinaten &, p ausdriicken, und erhilt alsdann

R Vp'—2pfu+p’

T yi=epet e’
(=B — (4P = f)

Vi—2pe + 6 Vo —epbut B’
wo zur Abkiirzung ¢=% = f und ¢® = p gesetzt ist. Sulfstituirt man
aber diese Werthe von r, m in (37. a), so ergiebt sich:

. (»— 'pm»+ﬁ') a—p—utnd—fn ) _
(44) (Vl “““ )
(1 —2pp + ﬂ’)
—» 3 () e,

eine Formel, in welcher p und g belichiye positive ichte Briiche vor-
stellen, withrend j irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Setzt man z. B.
Jj==0, so folgt aus (44.) sofort:

S S 1. (E.) p. 303).
(45.) gy v EﬂP(u), [vgl. (E.) p. 303]

Und diese letzte Formel ist bekannthch diejenige, welche als Definition
der Kugelfunctionen P zu dienen pflegt.
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§ 13.

Ueber den analytischen Ausdruck und die Eigenschaften der mit
() bezeichneten Functionen.

Die Functionen O oder O(z) sind von uns eingefiihrt worden in
(A), (B), (C.), (D.) p. 302, mittelst der Entwicklung:

_a—pa i
(L) =g j% p’ 0i(x), .
wo f# einen beliebigen dchéen Bruch vorstellt. Von dieser Definition
aus wird also der analytische Ausdruck der Functionen O(z) zu eruiren
sein.  Wendet man die Reihe (1.) an auf den Specialfall 2 =1, so
ergiebt sich sofort:

(l.a) 0i(1) = 1.
Und ebenso ergiebt sich fiir den Speci&lfall r=0:

()= @D @D 0D Tt
(1.b) 0.(0) = N = o))

Was den allgemeinen Fall betrifit, so kann der in (1) auf der
linken Seite stehende Ausdruck f offenbar auch so geschrieben werden:

== B (!1_—‘3;)"'
r=itp(e+1zy)
oder auch so:

(2.) f= 1 5 (l +3 ‘)”, woy =" B i

oder, falls man mittelst des Binomischen Satzes entwickelt, auch so:

. o e —1)
(3.) /“"”[ ,3+1(1 ﬂ)+ 1.2 (l—ﬁ)’+ ]
Nun ist aber:

1

1"—ﬁ=l+ B+ B4 - +p+--

(1‘_1.‘3)x=l+2ﬁ+3ﬁ"+ ....... +li+lﬁj+---
1

G = BB OE . VTN g

T G+DU+D0U+3)
(l—ﬂ)‘—l+4ﬁ+ + 1.9.3 ﬁj

oder auch sg:

ete. cte. ete.
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Substituirt man dies in (3.), so erhilt man eine nach Potenzen von g
fortschreitende Entwicklung des Ausdruckes von f. Auch bemerkt man
sofort, dass in dieser Entwicklung der Coefficient von g/, d. i. [nach

(1.)] die Function 0}(z) den Werth besitat:
(@) Ol =g [143IFLy 2O DG DGR

nn—1)n—2) GF+1)0+2G +3)
+ 1-2-3 1-2-3 _"ys+"']~'

Setzt man -also nach Gauss:

(5.) 11‘(a,ﬁ’y,y)=1+% _sy_{_a((:?l;l) sésill; e T

so hat man:
Oi(x) =2"F(—mn,j+1,1, —y),
oder, falls man fiir y seine eigentliche Bedeutung [vgl. (2.)] substituirt:

(6.) Oi(z) = " 1’(—”,j+l 1, :c—l).

Mittelst der in Gauss' gesammelten Werken Bd. III, p. 218, Nr. [92.]
gegebenen Transformationsformel kann dieser Ausdruck (6.) auch in
folgende Gestalt versetzt werden:

(1) Ol(@) = "' Fin+1,+1, 1,1 —a).
Unterwirft man endlich diese letzte Formel der am genannten Orte

auf p. 213 in Nr. [87.] angegebenen Transformation, und nimmt man
dabei Riicksicht auf die dortige Formel p. 148, Nr. [54], so erhélt man:

i .

®) Ol =gt (= n, —j — i), 2)

wo z B.das TT(n) =1.2.3.4....%, und TT(O) =1 ist. Aus (7.),
wie aus (8. ersieht man, dass O} (z) = O}(x) ist; was in Ueberein-
stimmung steht mit der schon frither bei (D.) p. 303 gemachten Be-
merkung. — Mittelst (8.) ergeben sich, falls man % successive = 0,
1, 2, 3, ... setzt, die Formeln:

04(@) =1,

0i(z) = J j‘—l —‘Ti z,

(‘,l.) . ] C . s .
Olfe) = U+ DU it | G=bs

<2
1.2 -2 T

e DG GH3) 250+ G+2) U—1jU+1 (J—2)(§—1)J
(@) =g 3 Ty e Ly AT

etc. etc. etc.



314 Eigenschaften der Functionen O.

Bringt man ferner auf den Ausdruck (7.) die in Gauss’ Werken
Bd. 111, p. 130 in Nr. [1.] gegebene allgemeine Formel in Anwendung,

so ergiebt sich fir die Function Oj(x) folgende recurrente Eigenschaft:
(10)  [(n+j+ 1)+ (8 — )21 0i(x) = (0 + 1) 0341(2) + n2 0} (),

eine Formel, die durch etwas andere Anordnung der Glieder auch
folgende Gestalt annimmt:

(11). #2[04(2) — 01 (@)]—(n+1)[ 01 (2)—04(@)]+5(1—2) 0} (2)=0.

Ausser dieser recurrenten Eigenschaft haben aber die Functionen
O noch merkwiirdige andere Eigenschaften, die sich aus der Gauss’schen
Abhandlung, iiberhaupt aus der allgemeinen Theorie der hypergeome-
trischen Reihe nicht direct entnehmen lassen. Es gelten nimlich
folgende Siitze:

Setzt man :

: LY of (nrof
(12) 4, = 3 (1) @0l
so wird: "

1
(12.a) Ay = ;;:E?—l

sein, wahrend alle ibrigen A, , verschwinden.
Setat man ferner:

(LY o J

(13) B, = 3i(3) ¢ @0i@,
so ergiebt sich: .
By1p= Z:;_p_:?:—; ’

B ety 0t

hy (= — 1 :
waihrend alle wibrigen B, ,, gleich Null sind. Es verschwinden also sdmmi-
liche Grissen B,,, mit Ausnahme derer, bei denen die Differens der beiden
Indices O oder 1 ist. '
Setzt man ferner

je=o i )
(14) Cnp = 7 (L) 0 ) 0}(a),
=0

so wird man finden, dass simmtliche Grissen C, , verschwinden, mit
alleiniger Ausnahme derer, bei denen dic Diflerenz der beiden Indices O
oder 1 oder 2 ust. U.s. w. U.s w

Der Beweis des Satzes (12.) ergiebt sich sofort aus der friiheren

(13. a)

Formel (32.) p. 306, falls man dort ¢* = —,1; setzt, und zugleich be-
achtet, dass 0,; = 0j = 0j ist, vgl. (D.) p. 303.
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Auf Grund dieses Satzes (12.) ergiebt sich sodann aber der Beweis
des ndchstfolgenden Satzes (13.), unter Anwendung der recurrenten
Formel (11.). Nach dieser ist nimlich:

(& — 1)j0i(z) = (nz + n + 1) 0i(x) — nz 0} (x) — (n + 1)Ol41().
Multiplicirt man nun diese Formel mit ( )0,{(:::), wo p eine beliebig

gewiihlte ganze Zahl vorstellt, und summirt sodann iiber j =0,
1, 2, 3,... 00, so erhiilt man, unter Anwendung der in (12.), (13.)
eingefiihrten Bezeichnungen:
(@) (#—1)Bpy=mz+n+1)4s, —nz4n1p — (n+ 1) Aap1,p.
Hieraus folgt z. B. fiir n =p» — 1, und mit Riicksicht auf den schon
bewiesenen Satz (12.):
(@ — 1)Bps,p = — pdyy,

ferner fiir n = p:

(¢ —1)By, = (pz+p + DA,
oder, falls man fiir 4, , seinen Werth (12.a.) einsetat:

— partt

:3) By = (TE_—I)T,
1)zt
) B, —{e2tetle

Diese Formeln (8.), (p.) sind aber “die in (13.a.) angegebenen. Ueber-
diess ergiebt sich aus (a.), dass diejenigen Grissen D, ,, bei denen
die Differenz der beiden Indices nicht O oder 1, sondern > 1 iét,
simmtlich verschwinden. @. e d.

In analoger Art wird sich nun ferner aus dem Satze (13.) der
Beweis des Satzes (14.) ergeben. U. s. w.

§ 14.
Ueber die Convergenz der angewendeten Reihen.

Es fragt sich z. B., ob die fiir die A aufgestellten Reihen (34.)
p- 307 convergent sind. Um auf diese Frage niher einzugehen, sind

die Werthe der Functionen O(x) fiir das Argument z = qiq in Betracht

zu ziehen, also fiir ein Argument z, welches > 1 ist.
Substituirt man in der als Definition der O(x) dienenden Formel

W (ZB) =0+ 80Me) -+ P OUD) + -
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an Stelle des willkiihrlich zu wihlenden iichten Bruches g den Aus-
druck fe¢¢, wo i =) — 1, so erhilt man:

@) () L= @)+ e Oke) - B L)+

1

Multiplicirt man jetzt diese Formel mit e~%?de und integrirt iiber

¢ =0...2=x, so ergiebt sich: .
’ PN, 1— pze'?\" e Vdg
(3) A 0,.(27) [. ( ﬁc“” ) 1 — ﬁc"¢ ’

und folglich
2n
abs (8°0i(x)) < ;; fMd(p,
0

wo M den Modul des in (3.) unter dem Integral befindlichen Ausdruckes
vorstellt. Da nun §, x und ¢ reell sein sollen, so ist z. B.:

mod [1 — B¢?] = V(1 — B cos 9)* 4 (Bsin 9)* = V1 — 2B cos @ + B*;

und demgemiss erhilt man:

en ”
i i 1 1 — 28z cos 9 4 p*x* ) do
(4) abs (B 02D < f et r=iesrr

In dieser Formel kann, ebenso wje in den fritheren Formeln, fiir 8
jeder belichige iichte Bruch genommen werden; und von dieser Erlaubniss
soll sofort Gebrauch gemacht werden.

Der in (4.) in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck, welcher
seiner Natur nach stets positiv ist, kann auch so geschricben werden:

g (@—1) [ + 1) — 2fx cos 9]
1 — 28 cos @ 4 f° :

X

oder falls man g =< '*; ! macht, auch so:

@ — 1)@+ 1)(1 — cos ¢)

1—2pcosg+p
Hilt man also fortan fest an dem eben genannten specicllen Werthe
von f, und beachtet, dass x > 1 sein soll, so wird der stets positive
Werth jenes in der eckigen Klammer enthaltenen Ausdrucks noth-
wendig kleiner als z? sein. Demgemiiss folgt aus (4.) a fortiori:

x2

(5.) abs (B'01(2)) < f( s)_:_]/i - p cos g + p*°
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Und diese Ungleichheit wird noch weiter verstirkt werden, wenn man
fir die im Nenner stehende Quadratwurzel ihren kleinsten Werth,
1 — B substituirt. Also ergiebt sich:

2n

1 *d "

(6.) abs (870{(z)) < on f__'; = Z 5
: ]

oder falls man fiir 8 den vorhin erwihlten Werth :f-;%l— wirklich
einsetzt:

z T\*» 2x \J
(7.) abs I(T) (_x—-{:~1) .

Diese Formel (1.) ist mithin giiltiy fiir jedwedes reelle Argument z,
welches > 1 ist.
Um _den Satz (7.) auf die anfangs erwihnte Frage anzuwenden,

ist £ = — zu setzen. Alsdann ergiebt sich:

8) abs 02 (qq) < —jq_’ (%)h (i —i q”)j’

und ebenso, wenn man statt n irgend welche andere ganze Zahl p
nimmt:

9.) abs 0’( ) r:q‘( )M(l+q>

Aus (8., (9.) folgt sofort:

oy as[q0x(5)or()] < (:24) (4 )W(x—i-q?)

oder was dasselbe ist:

wy o)) - o) ()

wo ©j, einen nicht niiher bekannten fchten Bruch vorstellt. Substi-
tuirt man nun diesen Ausdruck (11.) in die fir A, gefundene Reihe:

n 18
12)  s=-(-o) S 2 e0() (L), e,

so erhillt man:

(13.) ;=___4~_2(1)w‘=\ LI (_gq—!)zf.

1—¢'\q/ FZi+8 "\1+¢
Hieraus aber ersieht man, dass die Reihe convergirt. Deénn ¢ ist ein

positiver iichter Bruch; und Gleiches gilt daher auch von 24

1+¢*
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§ 15.
Wiederaufnahme des Chwolson’schen Problems.

Die Behandlung des Chwolson'schen Problems giebt fiir die un-
bekannten Constanten A,, B, zwei Systeme von Gleichungen, deren
Auflésung auf abschreckende Schwierigkeiten stosst; wie im Vorher-
gehenden hinliinglich gezeigt ist. Doch bietet sich zur Absolvirung jenes
Problems fast von selber ein gewisses successives Verfahren dar, bei
welchem jeder Schritt mit Hiilfe der schon vorhandenen Mittel 1wirk-
lich ausfiilrbar ist. Ich werde dieses successive Verfahren zunichst
im Allgemeinen angeben, und sodann auf die Ausfiihrbarkeit der ein-
zelnen Schritte specieller mich einlassen.

(Gegeben sind die beiden Kugeln & und &, mit ihren magnetischen
Constanten % und x,, oder 4 und 4,, und ausserdem das inducirende
Potential V. Man denke sich zuvirderst dasjenige Potential £ berechnet,
welches durch ¥V in der Kugel & inducirt werden wiirde, falls &, gar
nicht vorhanden wire; und andererseits auch dasjenige Potential £,
berechnet,- welches durch ¥V in &, inducirt werden wiirde, falls & nicht
vorhanden wiire. Diese ) und £, entsprechen alsdann den (ileichungen:

@A) Lra+ni2 il —o, 1 =dax, gl (2) p.283],

(&) %+ (U4 1) 242,57 =0, (1, = 4],

wo die n die dusseren, die v die inneren Normalen der beiden Kugel-
oberflichen vorstellen.

Das V ist beliebig gegeben. Und fiir jedes beliebig gegebene 1~
konnen also die soeben definirten Potentiale £ und £, berechnet werden,
entsprechend den Gleichungen (A.) und (A,.). Jetzt bezeichne man mit
- R denjenigen Werth, welchen £} annehmen wiirde, falls V=14, wiire,
und mit R, den Werth, welchen £, annehmen wiirde fiir ¥V = Q.
Diese R und R, entsprechen alsdann den Gleichungen:

(B) B+ ZE i,
(By) a;,:: + @1+ 4) a_ag'tf'l‘lo%? =0.

Jetzt bezeichne man, zuriickgehend zu den Formeln (A.), TA,.),
mit & den Werth, welchen £ annehmen wiirde fir ¥V = R,, und mit
©, den Werth, welchen £, annchmen wiirde fiir V=%R. Diese &
und &, entsprechen alsdann den Gleichungen: '
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06 N\ 06 0
(©) ——+(1+1)—37+ai"2=0,

©) o (1220242, % 0

U. s. w. U.s. w. Aus dieser Definition von £, Q, R, R,, S, &, ete.
folgt dibrigens sofort (vgl. den Satz p. 275), dass L, R, S, etc. als Po-
tentiale gewisser Oberflichenbelegungen der Kugel &, und 2, R,, S, etc.
als Potentiale gewisser Oberflichenbelegungen der Kugel &, angesehen
werden kommen.

Versteht man jetzt unter @ und @, die Summen:

Q=52 +R+6+F+-
so folgt durch Addition der Gleichungen (A.), (B.), (C.), ete. sofort:

? ¢ oV + Q,

@ et 1) G2 e o,
und andererseits durch Addition von (A,.), (B,.), (C,) ete..
29, 90, PR

(20°) a%‘i‘(l + 4) af, +Ao"’('5‘j—' Q)_=O

Und diese Gleichungen (2.), (2,.) zeigen, dass Q und Q, die eigentlich ge-
suchten Potentiale vorstellen, welche durch das gegebene V in den beiden
Kugeln inducirt werden. [Vgl. den Satz p. 283.]

‘Was nun die Ausfiihrung der einzelnen Schritte, nimlich die
successive Berechnung von 2, R, &, T, ... und 2, R,, S, T,, .
betrifft, so kann man dabei, falls man die dipolaren Coordinaten zu
benutzen fiir gut findet, nach der Vorschrift des § 11 (p. 296—300)
verfahren. Man hat alsdann zuvérderst die den beiden Kugeln & und
R, zugehorigen Constanten q¢ und g,, deren geometrische Bedeutung
frither [in (6.) p. 205] angegeben wurde, zu berechnen. Sodann hat
man die den Kugeln zugehirigen Constanten A, -welche fiir & mit

A, fir 8 mit E bezeichnet werden mogen, zu berechnen mittelst
der Formeln:

8=~ = 3 {5004 5g) o 5p)

= - (- gaj_'% o O’(qoqo) (qoqo)
[vgl'. (14.) p. 300], wo 0 = ,

(3)

und ao=»—+—1 ist [(18.) p. 278].

+;
~!
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Dies ausgefiihrt gedacht, bestimmen sich alsdann z. B. die Coeffi-
cienten A des Potentiales £ aus den Coefficienten A des gegebenen
Potentiales ¥ mittelst der Gleichungen

(4) A= A3A,+ ATA, + AJA, + -+ [vgl (12) p. 299];

und in #hnlicher Weise werden sich andererseits die Coefficienten des
Potentiales {1, aus denen des gegebenen Potentiales ¥ bestimmen
mittelst der E’s.

In ganz ihnlicher Weise werden sich sodann die Coefficienten der
Potentiale R und R, aus denen der Potentiale £ und 0, bestimmen
lassen, und zwar unter Anwendung cbenderselben Constanten A und E.
U.s.w. U s w

Diese Methode des successiven Verfahrens ist jedenfalls ihrem Princip
nach eine sehr cinfache. Auch diirfte es wohl keinem Zweifel unter-
liegen, dass bei der praktischen Anwendung dieser Methode der hier
angedeutete Gebrauch des dipolaren Coordinatensystems empfehlens-
werther ist als etwa der alternirende Gebrauch zweier monopolaren
Coordinatensysteme.


















